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RESUMO

Mediante a dificuldade de realizar calculos maiores para obter volumes de objetos do nosso
cotidiano, procura-se quase sempre fazer calculos mais simples, que usamos por férmulas de
s6lidos geométricos. Desse modo, este trabalho relata o célculo do volume de uma garrafa
circular que foi nosso objeto de estudo, onde encontramos uma quantidade aleatéria de
pontos conforme as curvas e retas no contorno da garrafa. Para encontrarmos as medidas
que formaram esses pontos contamos com o0 auxilio de uma trena e uma fita métrica. Por
meio da aproximagao destes pontos aplicamos a Interpolacéo de Lagrange, obtendo-se assim
funcdes que formaram a regido do solido, na qual usamos a Integral Definida em cada uma
delas para calcular os valores possiveis. Com isso, juntamos esses valores e tivemos o
resultado final do calculo do volume da garrafa circular.

Palavras-chave: Integral Definida, Modelagem, Interpolag&o de Lagrange.



RESUMEN

Debido a la dificultad de realizar calculos mas grandes para obtener volimenes de objetos en
nuestra vida diaria, casi siempre intentamos hacer calculos mas simples, que usamos para
formulas de sélidos geométricos. Asi, este trabajo reporta el calculo del volumen de una
botella circular que fue nuestro objeto de estudio, donde encontramos un nimero aleatorio de
puntos segun las curvas y rectas del contorno de la botella. Para encontrar las medidas que
formaron estos puntos, contamos con la ayuda de una cinta métrica y una cinta métrica.
Aproximando estos puntos, aplicamos la Interpolacion de Lagrange, obteniendo asi funciones
que formaron la regién del sélido en la que usamos la Integral Definida en cada uno de ellos
para calcular los valores posibles. Con eso, juntamos estos valores y obtuvimos el resultado
final del calculo del volumen de la botella circular.

Palabras clave: Integral definida, Modelado, Interpolacion de Lagrange.
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1 INTRODUGCAO

Calcular o volume de algum objeto sem utilizar uma férmula ja pronta de alguma
figura geométrica nos aparenta ser complicado. Porém, este trabalho teve a
concepcdo de tentar demonstrar que ndo € impossivel realizar célculos fazendo
aplicacdes para obter o volume de objetos que fazem parte do nosso dia a dia.

Neste trabalho realizamos o calculo do volume de uma garrafa circular, na qual
foi preciso fazer medi¢6es com uma fita métrica e uma trena para encontrar os valores
dos pontos no contorno desta garrafa. Para a realizagdo deste calculo usamos a
Interpolacéo de Lagrange e a Integral Definida para encontrarmos o volume deste
recipiente. E importante salientar que todo processo para a obtencdo dos célculos
desse trabalho foi feito em nossas residéncias, isso por motivo da pandemia causada
no mundo durante o periodo desta pesquisa.

E bem mais pratico realizar célculo de volumes a partir de férmulas ja prontas,
principalmente quando se tem formatos de sélidos geométricos que nos permitem
encontrar o volume com célculos mais simples. A partir desse olhar, realizamos o
calculo do volume de um recipiente através de outro método que normalmente ndo é
utilizado nessa area. Com isso, é possivel afirmar que podemos utilizar diversas
formas diferentes para calcular o volume, mostrando que ndo apenas por uma formula
dada a partir do modelo da figura do recipiente em que se busca esse volume.

Desse modo, este projeto de pesquisa teve por finalidade nos proporcionar uma
resposta na aplicacdo do calculo de uma integral definida através da interpolagéo de
Lagrange para encontrar o volume de uma garrafa circular, sendo assim, usando este

contelido no nosso cotidiano.

2 FUNDAMENTACAO TEORICA
2.1 Modelagem Matemética

A modelagem matematica esta voltada para circunstancias da nossa realidade,
como enfatiza Biembengut e Hein (2003, p. 16), “a Modelagem Matematica consiste
na arte de transformar problemas da realidade em problemas mateméticos e resolvé-
los interpretando suas solucgdes na linguagem do mundo real.”

Conforme Bassanezzi (2002, apud Santos 2018, p. 10):

Quando se procura refletir sobre uma porcao da realidade, na tentativa
de explicar, de entender, ou de agir sobre ela, o processo usual é
selecionar, no sistema, argumentos ou parametros considerados
essenciais e formaliz4-los através de um sistema artificial: 0 modelo.
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Modelar um objeto para usa-lo na matematica tem uma expressao de grande
importancia, como ressalta Santos (2018, p. 9) "a modelagem matematica tem
extrema importancia na matematica, pois € 0 momento onde um problema é modelado
por recursos matematicos com a finalidade de solucgéo técnica."

Com isso, a modelagem matematica tem muito a nos acrescentar quanto a
problemas da nossa realidade, assim como o modelo que formalizamos em nosso

problema.

2.2 Interpolacédo de Lagrange

Interpolar uma funcéo entende-se que "significa aproxima-la através de uma
outra funcéo, escolhida em uma classe de funcdes previamente definidas.” (LOPES,
2018, p. 34). Sendo que essa outra fungdo é um polinémio P(x).

Quando falamos em interpolacdo polinomial entende-se, segundo Gabetta
Junior (2015, p. 69) que "quando a fungéo de interpolacéo f é uma funcéo polinomial,
dizemos que a interpolacdo € uma interpolacéo polinomial.”

Para Puga, Tarcia e Paz (2009, p. 111)

A construcdo do polindmio interpolador usando a forma usual para
polinbmios é bastante simples. Porém devemos observar que para um
grande nimeros de pontos o sistema linear é de ordem elevada e,
ainda, a base canénicas para polinbmios gera sistemas lineares mal
condicionados, fornecendo solucao instavel.

Segundo Lopes (2018, p. 35), "A utilizacdo dos polindmios na interpolacao de
funcdes deve-se ao fato de que estes sdo mais faceis de derivar e integrar, pois
também sdo polindmios." Isso nos possibilita dizer que através de uma funcéo

encontrada por meio de uma interpolacdo polinomial, podemos utilizar a integral

definida para encontrar o volume de algum objeto.
Conforme ARENALES e DAREZZO (2018, p. 128):
Figura 1. Fungéo f(x).

Fonte: ARENALES e DAREZZO (2008, p.128)
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Interpolar esta funcdo f(x) definida em xo, x1, ..., xn, (n + 1) pontos distintos
de um intervalo [a, b] consiste em aproximar esta fungéo por um polindémio P(x)

de grau menor ou igual a n, tal que este coincida com a funcéo nestes pontos, isto
é,

Px)=f(x))=yi,i=0,1,..,n

Segundo ARENALES e DAREZZO (2018, p. 129), Denominamos polindmio
interpolador de uma fungao f(x) definida em xo, x1, ..., xn, (n + 1) pontos distintos de
um intervalo [a, b], ao polindbmio P(x) de grau menor ou igual a n, que coincide com a
fung&o nos pontos x;, i =1, ..., n,isto &, P(xi) = f(xi)) = y;, i = 1, ..., n. Como mostra o
grafico na figura:

Figura 2. Funcéo f(x) e seu polindmio interpolador p(x).
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Fonte: ARENALES e DAREZZO (2008, p.129)

ARENALES e DAREZZO, (2008, p. 132 e 133) explicam a féormula da
Interpolacdo de Lagrange da seguinte maneira:

Seja f(x) definida em xo, x1, ..., xn, (n + 1) pontos distintos de um intervalo [a, b]

eyi=f(xi),i=0,..,n Considere o polinbmio na forma:
PG = YoloG) + 31+ +3la() = ) Yl
k=0
Por ser um polinémio Interpolador, temos:

P(x) =y, i=0,..,n P(x) = yolo(x) + y1li(x) + -+ + ynln(x) = yi Paraisso é
preciso:
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{le(xi))=0parai+k
l(xi)=1parai=k
Para que P(x) satisfaca esta propriedade, podemos considerar:
T - x)
L) = - %)
j=0 «
] #k

Dessa maneira temos a féormula de Lagrange

n
P(x) = Z Vil
k=0

2.3 Integral Definida

Neste trabalho usamos também a integral definida para calcular o volume da

garrafa apds termos encontrado as funcdes.

Segundo STEWART (2013, p.389 e 390, apud Santos 2018, p. 13) para

realizar esta atividade para um dado sélido S devemos realizar 0s seguintes

procedimentos:

Comegamos interceptando S com um plano P(x) perpendicular ao eixo x e

passando pelo ponto x, onde asx<b, obtemos uma regi&o plana cuja area € A(x), como

mostra a figura 3.

Figura 3. Sélido S e regiao plano com area A(x)

YA

Fonte: STEWART (2013, p. 389)
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Seguindo dividimos S em n "fatias" de larguras iguais a Ax usando 0s planosPx;,
Px, .., isto ira determinar pontos xi, x2, .., . Escolnendo pontos amostrais x*,nos
intervalos [x: — 1, xi] podemos aproximar a i-ésima fatia S; a um cilindro com area da
base A(x*) e altura Ax, conforme Figura 4.

Figura 4. Fatia S;

Ya

=V

Fonte: STEWART (2013, p. 390)

A aproximacao para o volume da i-ésima fatia si €:

V(Si) = A(x";)Ax

Aproximacao para o volume total s:
n
v Z A(x")A,
i=1

Definicdo: Seja S um solido que esta entre x = a e x = b Se a area da seccao
transversal de S no plano Px, passando por x e perpendicular ao eixo x, é A(x), onde

A é uma funcgéo continua, entdo o volume de S é:
n

b
V = lim A(x*DA, = f A(x)dx
n— oo
i=1 a
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3 METODOLOGIA

A principio esta pesquisa teve uma revisdo bibliografia de assuntos em que sdo
semelhantes aos que estdo presentes neste trabalho, sendo a Modelagem
Matematica, Interpolacéo de Lagrange e a Integral Definida.

Nesta pesquisa utilizamos uma garrafa circular como o0 nosso objeto de estudo a ser
trabalhado, onde procuramos encontrar seu volume. Foi realizado uma modelagem
neste objeto com intuito de encontrar uma fungao que descrevesse 0 seu contorno.
Utilizamos uma fita métrica e uma trena para encontrarmos as medidas necessarias,
onde usamos a trena para calcular o eixo de simetria da garrafa, que é o eixo das

abscissas, como mostra a figura 5.

Figura 5. Contorno da garrafa.

v

Fonte: Arquivo pessoal

Assim como o eixo das abscissas representa o eixo de simetria da garrafa, o eixo das
ordenadas representa o raio dos circulos, por termos trabalhado com uma garrafa
circular. Ainda identificamos 6 pontos mais importantes no contorno da garrafa para

se obter a funcao que os interpola, como mostra a tabela 1 em seguida.

Tabela 1
Eixo de simetria (cm) Diametro (cm) Raio (cm)

0 3,2 1,6
3 8 4

6 7,8 3,9
11 9,4 4,7
26 9,4 4,7
28 8,6 4,3

Fonte: arquivo pessoal
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Os pontos encontrados no contorno da garrafa sdo os seguintes: A (0; 1,6), B
(3,4), C(6;3,9),D(11; 4,4), E (26; 4,7) e F (28; 4,3), que sao formados pela medida
do eixo de simetria com o raio dos circulos, onde usamos a fita métrica para medir.

Usamos o Interpolador de Langrange para encontrarmos a fungdo que
intercepta esses pontos. Foi preciso dividir a regido da garrafa em quatro partes, para

gue pudéssemos fazer calculos mais simples e uma margem de erro menor.

Figura 6. Esquema gréfico do objeto para o calculo do volume.

t x
oftti 47 a6
_Ql"il\“ d‘;‘iﬁ\! 5 s ¢lag; 3l
x
& 52
2 } Pantfe 3 farey
Pmﬂ‘e ] Tanle 2 Y

Fonte: Arquivo pessoal.

Essas quatro partes nos proporcionaram trés retas e uma parabola, na reta f1
entre os pontos A e B esta a primeira parte, depois na segunda parte temos a parabola
f2 formada pelos pontos B, C e D, em seguida a ligagdo dos pontos D e E formam a
reta f3, por fim na Gltima parte temos a reta f1 ligada entre os pontos E e F.

Nessas retas e na pardbola encontramos as funcbes onde aplicamos a
Interpolacdo de Lagrange para se obter equacdes que foram resolvidas pelo céalculo
de integral. Desse modo, encontramos o volume da garrafa, que era resultado

esperado durante esta pesquisa.

4 FORMULACAO DO PROBLEMA E SOLUCAO

O volume do sdlido trabalhado nesta pesquisa foi obtido a partir da revolucao
das curvas f1a f4 em torno do eixo das abscissas, formando circulos que tiveram o
eixo x perpendicular aos mesmos.

Como vimos sobre integral definida temos:
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f;’,q(x)dx, porém a area do circulo é nr2, onde nesse problemar = f(x), assim:
[y m(F(0))2dx = m [ (f (x))2dx

Vamos fazer o calculo detalhadamente das quatro partes, depois iremos somar
os valores encontrados.

Na primeira parte vamos calcular o volume dado pela revolucdo da reta fi entre
os pontos A (0; 1,6) e B (3, 4), na equacéao da funcéo f1 pelo Interpolador de Lagrange.
f1(x) = yoLo(x) + y1L1(x)

x—x x—3 —x+3

L = =
o) = T T0-3 3

L()_x—xg _x—O_x
= %, 3-0 3

—-x + 3 X
fi(x) =16 (—3 ) +4 (5) = 08x+16

Vamos calcular a integral da fungéo f1 no intervalo [0, 3].

3 3 3
nf (fi (x))zdx = nf (0,8x + 1,6)% dx = nJ (0,64x% + 2,56x + 2,56)dx
0 0 0

3

B 0,64x® 2,56x2 - B (17,28 23,04 768)
_n3+2+,x0—n3+2+,

34,56 + 69,12 + 46,08
- 6

T = 24957

Encontramos o volume da parte 1, que € 24,95«

Na parte 2 vamos calcular o volume dado pela revolucdo da curva f: entre os
pontos B (3, 4), C (6; 3,9) e D (11; 4,7), na equacgao da funcéo f pelo Interpolador de
Lagrange.
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fa (x) = ¥oLo(x) + ¥1L1(x) + y2L2(x)
(x —x) (g —x) (x—6)(x—11) x*—-17x+66

Lo(x) = (g —x;) (x0— x,)  (3—6)(3—-11) 24
) = (x —x)(x—x) (x—3)(x—11) —x*+14x —33

) = - G-36-1D 15

L _ (x=x)x-x)  (x=3)(x—6) x*-9x+18

) = . ) —x)  (l-3di-6) 40

x? —17x + 66 —x?+14—33 x> —9x + 18
fz(x)=4( 52 )+3,9( = )+4,7(T)
B 2,9x% 30,1x
f2(x) = 50~ 120 4 544,2

Vamos calcular a integral da funcéo f2 no intervalo [3, 11].

fl( ) dx = fu 2,9x7 01X L 5442 zd
) Ve dx=m | =55~ 20 o)X

14400 14400 * 14400 14400 * 14400

f“ (8,41x4 174,58x3 4062,37x% 32760,84x 296153,64)
=T X
3

72000 57600 + 43200 28800 * 14400
116124407

864000

(8,64x5 174,58x* 4062,37x3 32760,84x2 296153,64x)“
=7

m = 134,399815n

Portanto, o volume da parte 2 é 134,3998151m

Na parte 3 vamos calcular o volume dado pela revolucéo da reta f33 entre 0s
pontos D (11; 4,7) e E (26; 4,7), na equacdo da funcdo f3 pelo Interpolador de
Lagrange.

f3(x) = ¥oLo(x) + y1L1(x)

Ly(x) = X—x; x—26 —x+26
oM e —x, 11-26 15

L()_x—xo _ x—=11 _x—11
=, T 2611 15

—x + 26 11
fg(x)=4,7(—x15 )+4,7(x — )=4,7
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Calculamos a integral da fungéo f3, no intervalo [11, 26].
26 26 26
2 2dx=m f 22,09dx
[ (fs())dx=n[ (47)
1111 11
7(22,09x)1126 = (574,34 — 242,99)7 = 331,357 Com isso

o volume da parte 3 é 331,35

Para o célculo da ultima parte que é dado pela revolucéo da reta f1 que liga os
pontos E (26; 4,7) e F (28; 4,3), calculamos a equacao da funcaof 4 pelo Interpolador
de Lagrange.

fa(x) = yoLo(x) + y1L,(x)

Ly ( )_x—xl _ x—28 —x+128
o S e —x  26-28 2
L()_x—xo _ x—26 _x—26
M —x, 28-26 2

—x + 28 x — 26 0,4x
ﬁ,(x)=4,7(T)+4,3( > )=— > +99

Calculamos a integral da funcdo f1no intervalo [26, 28].
2

nfzzg(f4(x))2dx :nf:: (—%-}- 9,9) dx

28 1016x% 7,92« 0,16x3 7,92x2 28
= rrf — +98,01)dx=m — + 98,01x
26

4 2 12 4 -

486,32
12

O volume da parte 4 é 40,5266667 1T
Portanto o volume do sélido é a soma das quatro partes, ou seja:

m = 40,5266667n

V =24,95m + 134,399815n + 331,357 + 40, 52666671t

V =531,226482n
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Sabendo da dificuldade matematica em teorias de célculos que envolvem
aplicacgOes, este trabalho nos possibilitou a ter uma visédo diferente em relagdo a
maioria dos estudantes matematicos quanto ao assunto desta pesquisa. Com este
pensamento podemos atribuir que € possivel ter uma atracdo maior por pesquisas
destinadas a aplicacéo de célculos.

Ao longo desta pesquisa foi possivel identificar algumas dificuldades quanto ao
processo de desenvolvimento dos calculos, como também algumas facilidades. S&o
identificacées que fazem com que os trabalhados académicos na qual fazemos como
pesquisadores nos mostram o0 quanto adquirimos aprendizados para 0 NOSSO
conhecimento.

Esta pesquisa acrescentou para despertar novas ideias de trabalho nesta area
de estudo, visando métodos de célculos que nos possibilitem serem usados no
cotidiano.

A modelagem em objetos € umas das formas em que podemos realizar calculos
gue nos permitem fazer aplicacbes. Com base nisso, esta pesquisa também nos
proporcionou a realizarmos uma modelagem em um objeto para que pudéssemos
fazer aplicacdes de célculos.

Com tudo, podemos afirmar que a pesquisa realizada neste trabalho foi
relevante para aperfeicoar ainda mais o conhecimento em relacédo a aplicacao de

calculos que aparentam ser mais sofisticados.
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