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RESUMO

A programagcao linear iniciou-se no comec¢o da segunda guerra mundial e vem sendo
utilizada em varios segmentos comerciais e industriais como uma ferramenta para
decisGes mais eficazes de recursos. Os problemas de programacao linear chamados
de PPL séo usados como forma de modelos para transformar o que é considerado um
problema real, em forma matematica afim de ser analisada e resolvida, entretanto, as
vezes ndo e tdo simples resolver o problema original (primal) por conta das inUmeras
variaveis e restricbes. Tendo em vista esses fatores a teoria da dualidade é uma
grande ferramenta para auxiliar na resolugdo do problema primal através de um
problema dual minimizando o arduo e longo trabalho que seria resolver um problema
com varias variaveis. O problema dual de um problema primal de programacao linear
também € um problema de programacao linear. Este trabalho tem por finalidade
mostrar como a dualidade é eficaz para os problemas de programacao linear, o
meétodo simplex sera o algoritmo usado para encontrar as solucdes 6timas.

Palavras-chave: Otimizacdo. Programacao linear. Dualidade.



ABSTRACT

The linear programming started in the beginning of world war second and has been
used in several comercial and industrials segments as a more effective resource tools
for the resources, linear programming called ppl are used as aform of models to turn
what is considered a real problem, in mathematically shaped affair to be analyzed and
resolved, however, sometimes it is not so simple the original problem (primary)
because of the numerous variables and restrictions, in view of these factors the duality
theory is a great tool to help in the resolution of the primary problem through a dual
problem minimizing the hard and long work that would be a solving problem with
several variables, the dual problem of a straight line programming problem is also a
linear programming problem. This work is for the purpose to show how duality is
effective for linear programming problems, the simplex method will be the algorithm
used to find the optimum solutions.

Key words: Optimization. Linear programming. Duality.
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1 INTRODUCAO

A otimizacdo esta presente na humanidade desde a antiguidade, quando a
nocdo de maximo e minimo comecou a rodear 0s pensamentos das pessoas.
Segundo Lins e Cal6ba (2006, apud PASSOS 2009, p. 6),

As raizes da Programacao Matematica vém desde a antiguidade, visto que
Euclides (século Il a.C.), por exemplo no seu livro Ill, procurava encontrar a
maior e a menor distancia de um ponto a uma circunferéncia, e no livro IV
descreveu uma forma de encontrar um paralelogramo de area maxima com
um perimetro conhecido. Ele também propunha outros problemas, que foram
elucidados nos séculos XVII e XVIII, quando desenvolveram-se métodos de
célculo que permitiram resolver esses problemas de maximizar ou de
minimizar areas.

E possivel observar que no cotidiano das pessoas a otimizagéo esta inserida
na arte de resolver problemas, estamos sempre buscando um método para minimizar
0S custos ou maximizar os lucros. Muitos problemas matematicos foram criados com
intuito de expressar os problemas reais em um modelo matematico afim de chegar em

uma solucdo. Martinez e Santos (1998, p.1) dizem que:

Otimizacdo é um problema matematico com muitas aplicagées no “mundo
real". Consiste em encontrar os minimos ou maximos de uma funcéo de
véarias varidveis, com valores dentro de uma determinada regido do espaco
multidimensional. Os responsaveis pela tomada de decisbes nos mais
variados campos da atividade humana defrontam-se, cotidianamente, com
esse tipo de necessidade.

Um dos problemas de otimizacdo mais conhecido é o problema de
programacao linear, que teve sua origem em meados da segunda guerra mundial e
se tornou muito importante para a area da otimizacdo matematica.

Lins e Cal6ba (2006, apud PASSOS, 2009, p. 5) relatam que:

A Pesquisa Operacional consolidou-se durante a 2a Guerra, devido "a
necessidade de adequar as operacdes executaveis aos novos armamentos
desenvolvidos. As palavras “Pesquisa” e “Operacional’ refletem a ideia de
integrar, respectivamente, o carater teérico e aplicado dos métodos de
Pesquisa Operacional, entre os quais a Programacao Linear. A maioria de
suas aplicagdes abrange as areas de administragdo, producao, planejamento
e organizacao.

Em muitos casos o problema de programacao linear consiste em trabalhar
com muitas variaveis prolongando o processo de resolucdo até o encontro da solucao
otima do mesmo, o uso de um outro problema partindo do primeiro pode em muitas
vezes facilitar esse processo longo.

Izmailov e Solodov (2014, p. 243) dizem que “A teoria da Dualidade se baseia

em associar ao problema primal original (primal) um outro problema, chamado dual,
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que sob certas condi¢des (e num certo sentido) € equivalente ao primal e que, as
vezes € mais facil de se resolver”.

Neste trabalho vamos mostrar como a dualidade € importante na
programacao linear, através da resolucéao de problemas de programacao linear (ppl),
analisando a resolugdo do problema primal e a resolugdo do problema dual e
comparando suas solu¢des, mostrando por qual processo se torna mais facil o

processo de encontrar as solucdes otimas.
2 FUNDAMENTACAO TEORICA

O problema de otimizagdo consiste em encontrar o extremo de uma funcéao,
chamada funcdo objetivo, ou seja, 0 maior ou menor valor que essa funcao pode
assumir dentro da restricdo estabelecida.

Izmailov e Solodov (2014, p.1) definem um problema de otimizacao da seguinte
forma.

Definicdo 2.1. Sejam dados conjuntos D C RN e 2CD, e uma funcdo f: 2 — R.
Devemos achar um minimizador de f em D, este problema serad escrito como
min f(x) sujeito a x € D. O conjunto D é chamado de conjunto viavel do problema,
os pontos de D sdo chamados de pontos viaveis e f € chamada de fung&o objetivo.

Podemos considerar o problema geral de otimizagéo definido por Izmailov e
Solodov como um problema de programacéo linear, quando a fungéo objetivo € linear
e 0 conjunto viavel D é determinado por um sistema de equacao ou inequacfes

lineares, ou seja:

Definicdo 2.2. Consideremos o0 seguinte problema de programacéo linear que
vamos chamar de primal:
min < ¢, x > sujeitoa xe D ={x € R"; Bx >b}ex; >0,i=1,..,n (1)

onde B € R(m,n), c € R™ e b € R™. Izmailov e Solodov (2014, p. 243)
Onde <c,x>= (Cl X1 + CorX5 + C3X3 + -+ Can)

A forma canbnica do problema primal de programacao linear em termos de

matrizes.

Minimizar < ¢,X > = (c; X; + CXp + C3X3 + -+ CXp)
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b11X1 + b12X2 + b13X3 + -+ blan

b
b21X1 + b22X2 + b23X3 + -+ b2an bl
b31X1 + b32X2 + b33X3 + + bann 2
Sujeito a: =
bm1X1 + bm2X2 + bm3X3 + -+ bman

A programacéo linear é aplicada em diversos campos dentre eles a economia
e segundo Belfiore e Favero (2012, p. 17)

A Pesquisa Operacional, vem sendo aplicada em diversos segmentos
industriais e comerciais (estratégia, marketing, financas, operacbes e
logistica, recursos humanos, entre outros), a fim de decidir sobre a utilizacao
mais eficaz de recursos. A programacao linear (PL) é uma das principais
ferramentas da PO, e sua aplicacdo esta cada vez mais difundida.

Belfiore e Favero (2013, p.174) dizem que

Todo problema original de programacéo linear, chamado primal, esta
associado a outro problema chamado dual. Por exemplo, para um problema
de maximizagdo com n variaveis e m restricdes, o respectivo dual sera um
problema de minimizacdo com m variaveis e n restrigées.

O problema dual surge diretamente do problema primal, todo problema de
programacao linear possui um problema dual. As relacdes entre esses problemas sao
bastante usadas para resolver problemas de programacdo linear, Izmailov e Solodov
(2014, p. 243) dizem que “a dualidade pode ser muito util, tanto para as questdes
tedricas quanto para as técnicas computacionais”.

ARENALES (2011, p.52) nos fornece as seguintes definicoes.

Definicdo 2.3. Uma solucéo x = (x4, X,,..., Xy) € dita factivel se satisfazer todas
as restricdes e as condicdes de ndo negatividade. O conjunto de todas as solucdes

factiveis é chamado de regido factivel.

Definicdo 2.4. Uma solucdo factivel que fornece o menor valor a fungéo
objetivo f € chamada solugéo 6tima, denotada por x" = (x1, X5, X3, ..., Xp)-

Izmailov e Solodov (2014, p.244) definem o problema dual do problema (1) da
seguinte forma.

Definicdo 2.5. max {< b,u > sujeitoau € A={ue R, /BTu=c} ebe
R™ (2)

Observamos que o problema primal tem n variaveis e m restricdes, enquanto o
dual tem m variaveis e n restricdes funcionais (aqui é conveniente tratar u € R,™

como uma restrigédo direta).
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A forma candnica do problema dual de programacao linear em termos
matriciais.

MaX|m|Zar < b,u > = (bl ul + szz + b3U3 + + bmum)

b11u1 + b21u2 + b31U3 + + bmlum

C
b12u1 + bzzUZ + b32U3 + + bmzum C;
b13u1 + b23UZ + b33U3 + + bmgum
Sujeito a: <
. Cn
blnul + b2nu2 + b3HU3 + + bnmum

7

A dualidade assim como qualquer outra teoria matematica é regida por
teoremas que tornam maledvel o estudo a seu respeito. Alguns dos principais
teoremas da dualidade séo:

Teorema da Dualidade Fraca. Para todo ax €D e u € A, tem se
< ¢, x >=< BTu,x >=<u, Bx > > < b,u >, onde usamos que BTu =c,u>0e Bx > b.
Esta propriedade se chama dualidade fraca: < ¢,x > > < b,u > paratodox € D, para
todou € A.

Teorema 2.6. Um ponto x” € uma solucdo do problema primal (1) se, e somente
se, existe um ponto u” que € viavel para o problema dual (2) e tal que <cx >
= < b,u” >, isto é, os valores das fun¢des objetivos dos dois problemas séo iguais.

Izmailov e Solodov (2014, p.252) dizem que:

Em geral, independente do formato de um problema de programacéo linear,
o seu dual também é um problema de programacao linear, o dual do problema
dual de um problema de programacéo linear tem a mesma estrutura do
problema primal original.

Se o problema primal for de minimizar, o problema dual ser4 de maximizar. Se
o problema primal for de maximizar, o problema dual sera de minimizar, se a restricao
do primal for de maior ou igual, a restricdo do dual sera menor igual, vale a reciproca.

Teorema das folgas complementares: se x' e y' sdo solugcbes 6timas do
problema primal e dual respectivamente temos,

y't(B-AX)=0

(y"A-Ct)x=0
Para solucdes 6timas primal e dual, o teorema das folgas complementares
relaciona as folgas de sistema (primal ou dual) com os valores da solucdo do sistema

correspondente (dual ou primal). Por exemplo, caso uma variavel na solucéo 6tima do

primal seja positiva a folga corresponde do dual tem que ser zero.
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2.1 METODO SIMPLEX

O método simplex sera o algoritmo usado para a resolucédo dos problemas de
PL. Belfiore e Favero (2012, p. 19) dizem ainda que “diversos algoritmos ou métodos
de solucdo podem ser aplicados para a determinagdo da solucao 6tima do modelo,
sendo o método Simplex o mais conhecido e utilizado”.

Segundo Belfiore e Favero (2013, p.21) para resolver um problema de
programacao linear com o método simplex a formulagdo do modelo deve estar na
forma padréo, isto &, deve atender aos seguintes requisitos:

e Os termos independentes das restricbes devem ser ndo negativos.
e Todas as restricbes devem estar representadas por equacdes lineares e
apresentadas na forma de igualdade.
e As variaveis de decisdo devem ser ndo negativas.
A forma padréo pode ser representada matematicamente como:
Max ou Min z = (x4, X5,..., X)) = C1X; + C;X, + ... + CpX,,

Sujeito a: a;1X; + a13X, + ... +a;pX, = by

Am1X1t ampXpt ...t appXn= bm
x; >0,j=1,2,..,n
“A origem do método Simplex para resolugéo de problemas de programagéao

linear deu-se em 1947, com a disseminacdo da Pesquisa Operacional nos Estados
Unidos depois da Segunda Guerra Mundial, por uma equipe liderada por George B.
Dantzig”. (BELFIORE; FAVERO. 2012, p. 79). A algebra linear foi uma ferramenta
bastante utilizada naquela época para que se fosse possivel formular o método
simplex, e sua forma de operar tem muito da forma de como se resolve um sistema
de equacdes por escalonamento.

“O método Simplex € um procedimento algébrico iterativo que parte de uma
solucédo basica factivel inicial e busca, a cada iteracdo, uma nova solucdo basica
factivel com melhor valor na fungao objetivo, até que o valor 6timo seja atingido”.
(BELFIORE; FAVERO. 2012, p. 79).

Este método procura encontrar a melhor solugéo para o problema andando de

vértice em vértice. Primeiramente parte de uma solucao basica que € um veértice que
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esta dentro das restricdes e a partir dai é possivel operar através do método até

chegar na melhor solugéo.
3 PROBLEMA DA DIETA

Problema encontrado em (ARAUJO, 2012, p.44).
Uma determinada pessoa € forcada pelo seu médico a fazer uma dieta
alimentar que forneca, diariamente, pelo menos as seguintes quantidades de

vitaminas A, B, C e D:

Tabela 1 — Vitaminas necessérias para a dieta

Vitaminas Quantidade minima Diéaria (mg)
A 80
B 70
C 100
D 60

Fonte: (ARAUJO, 2012, p.44)
A dieta deverd incluir leite, arroz, feijdo e carne, que contém as seguintes
qguantidades “em miligramas “de vitaminas em cada uma de suas unidades de medida:

Tabela 2 — Alimentos que contém as vitaminas

Vitaminas Alimentos
Leite (mg/l) Arroz (mg/kg) | Feijao (mg/kg) | Carne (mg/kg)
A 10 5 9 10
B 8 7 6
C 15 3 4
D 20 2 3

Fonte: (ARAUJO, 2012, p.44)
Tabela 3 — Custo dos alimentos

Alimentos Custo unitario (R$)
Leite 2.00/L
Arroz 1.60/Kg
Feijao 3.00/Kg
Carne 10.00/Kg

Fonte: (ARAUJO, 2012, p.44)
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O problema consiste em saber o consumo diario de cada um desses alimentos
de tal maneira que a dieta satisfaca as prescricdes medicas e seja a de menor custo
possivel.

Sejam:

X; = quantidade de Leite em Litros; x, = quantidade de arroz em Quilogramas;
X3 = quantidade de Feijdo em Quilogramas; x, = quantidade de Carne em
Quilogramas, que deveréo entrar na dieta diariamente.

O modelo entéo sera:

Problema primal

Min Z = 2x, + 1.6x, + 3x5 + 10x,
Sujeito a: 10x;+ 5x,+ 9x; + 10x, = 80

8x; + 7x,+ 6%3 + 6%, = 70 (3)
15x;+ 3x, + 4x5 + 7x, = 100
20x,+ 2x, + 3x3 + 9x, = 60
Para usar o método simplex precisamos colocar o problema na forma padréo.
Primeiro vamos organizar as restricdes acrescentando as variaveis de folga f;
e as variaveis artificiais a; pois as restricdes do problema séo da forma maior ou igual.
Temos;
10x,+ 5x,+ 9x; + 10x, —f; +a; =80
8x, + 7x,+ 6x3 + 6%, — f, +a, =70
15x;+ 3x, + 4x3 + 7x4 — f3 + a3 = 100
20x,+ 2x, + 3x3 +9x, —f, +a, =600
Como foram adicionadas variaveis artificiais no sistema de restricdes
precisaremos adiciona-las também na funcéo objetivo, igualar a zero e eliminar
através de uma soma as variaveis artificiais gerando uma nova funcéo objetivo.
Min Z = 2x, + 1.6x, + 3x5 + 10x, + Ma; + Ma, + Ma; + Ma,
Igualando a funcéo objetivo a zero e multiplicando cada equacgéo do sistema de

restricbes por M temos,

Z - 2X1 - 1.6X2 - 3X3 - 1OX4 - |\/|a1 - Maz - Mag - Ma4 = O
10Mx; + 5Mx, + 9Mx5; + 10Mx, — Mf; + Ma; = 80M

8Mx, + 7Mx, + 6Mx; + 6Mx, — Mf, + Ma, = 70M

15Mx; + 3Mx, + 4Mxs + 7Mx, — Mf; + Mas= 100M
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20Mx; + 2Mx, + 3Mx; + 9Mx, — Mf, + Ma, = 60M
Somando os termos semelhantes temos a nova fungao objetivo,
Z+(53M-2) x,+(17M-1.6) x,+(22M— 3) x3+(32M — 10) x,—Mf,—Mf,—Mf;—Mf,= 310M

Como ja transformamos o problema para a forma padrdo, vamos colocar 0s
dados do mesmo na tabela para usar o método simplex e encontrar os valores 6timos

das variaveis afim de minimizar a funcao objetivo.

Tabela 1 — Inicio das interacdes

Base | x; | X, | X3 | X4 |fy |y |[f3 |fy @y |a;|a3|ay| P
a, 10 5 9 10 | -1 | O 0 0 1 0 0 0 80
a, 8 7 6 6 O|-1]|]0 0 1 0 0 70
as 15 3 4 7 0 0O | -1 0 0 1 0 100
a, 20 2 3 9 0 0 O|-1]0 0 0 1 60
Z 53M [17M|22M |32M|-M | -M | - M | -M | O 0 0 0 |310M

-2 -16| -3 | -10
Temos como;
Tabela 1.1 — Solugdes iniciais
Variaveis basicas Variaveis ndo basicas Valor de z

a;= 80, a,=70, a;=100, a,=60 | ( x4, X3, X3, X4, f1, f5, f5,f,) =0 | 310M

Com essa sendo a solucao inicial do problema, vamos fazer a primeira
interacao para encontras as solugdes 6timas.

Interacéo: 1

Devemos minimizar a funcdo objetivo, entdo vamos escolher a variavel com
maior coeficiente na funcao objetivo para zerar sua coluna, assim eliminamos um valor
muito grande para que possamos ter valores que deem uma solucédo que faca a funcao

objetivo assumir um valor menor que o inicial, sendo assim a variavel que entra na
base é x;. Agora vamos dividir os valores de b pelos nimeros da coluna x; e o de

menor quociente sera a linha da variavel que saira da base, a diviséo é feita para que

saibamos qual linha ter& o menor quociente afim de que a variavel da linha
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correspondente saia da base, logo a, sai da base, a intersec¢do da variavel que entra

e que sai da base sera o elemento pivd, que no caso € numero 20. Esse sera o critério

de tomada de decisGes que usaremos em todas interacdes para decidir qual variavel

saiu da base e qual variavel entra na base e encontrar a solu¢cao 6tima do problema

primal.
Pivo = 20

Linha pivﬁzg—‘; =101015045000 -0,05 000 0,053

Nova L, =-10. Lp+L; =04 7555 -10005 100 -05 50

Nova L, =-8.Lp+L,=06,248240-1004010 -04 46

Nova L; =-15.Lp+ L3 =0 15 1,75 0,25 0 0 -1 0,75 0 0 1 -0,75 55

Nova L, =(-53M +2). Lp+ L, =0 11,7M - 1,4 14,056M - 2,7 8,15M -9,1 -M -M
-M 1,65M-0,1 0 0 O -2,65M +0,1 151IM +6

Vamos inserir os novos dados na nova tabela

Tabela 2 — Resultado da interacdo:1

Base | x; | X, X3 xy |fy|fy|f3| f, |a;|aylag| au b
a,; 0 4 7,5 55 |-1|0 0,5 1,00 -05 50
a, 0 6,2 4,8 2,4 0 -1 0,4 0O/1/{0| -04 46
as 0 1,5 1,75 025 (0|0 |-2, 075 | 0|0]|1] -0,75 55
X1 1 0,1 0,15 045 [0|0|0|-005|0|0|0]| 0,05 3
Z 0 11,7M | 14,05M | 8,15M |-M |-M| -M| 1,65M | O | O | O | -2,65M | 151M

-1,4 -2,7 -9,1 -0,1 +0,1 +6
Da tabela 2 temos;
Tabela 2.1 — solucdes da tabela 2
Variaveis basicas Variaveis ndo basicas Valor de z
a;=50, a,=46, a;=55,x,=3 (Xz, X3, X4, f1, £, f3, f1,2,) =0 | 15IM + 6

E possivel observar que ainda ndo encontramos as solugées 6timas, visto que,

ainda tem numeros positivos na funcéo objetivo, logo faremos outra interacao.
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Interacéo: 2

A variavel que entra na base € X3 e a; € a variavel que sai da base.
Pivb =75
Nova linha pivé =1-00531073-013 00 0,07 0,13 0 0 -0,07 6,67

7,5

Nova L, =-48.Nlp+L, =0 3,64 0 -1,12 0,64 -1 0 0,08 -0,64 1 0 -0,08 14
Nova L3 =-1,75.Nlp+L; =0 0,57 0 -1,03 0,23 0 -1 0,63 -0,23 0 1 -0,63 43,33
Nova L, =-0,15.Nlp+ L, =1 0,02 0 0,34 0,02 0 O -0,06 -0,02 0 0 0,06 2
Nova L, = (-14,05M +2,7).Nlp+ L, =0 4,21M+ 0,04 0-2,15M-7,12 0,87M - 0,36
-M -M 0,71M+0,08 -1,8/M+0,36 0 O -1,72IM -0,08 57,3M + 24

Vamos inserir os novos dados na nova tabela

Tabela 3 — Resultado da interagéo:2

Base | x4 X, X3| X4 f, |fy|f3| f4 a; |axlaz ay B
X3 0 0,53 1, 073 |-0,23|0|0]| 0,07 | 0,3 |0 | O] -0,07 |6,67
a, 0 3,64 o| -1,12 | 064 |-1/ 0| 0,08 | -064 |1 |0]|-0,08| 14
as 0 0,57 0O -103 | 023 |0 |-1| 063 | -023 |0 |1]|-0,63 |433
X1 1 0,02 O| 0,34 | 002 |0|0)|-006| -0002|0|0]| 0,06 2
z 0| 421M |0 |-2,15M | 0,87M | -M| -M| 0,71M | -1,87M| O | O }1,71M | 57,3M

+ 0,04 -7,12 | 0,36 +0,08| +0,36 -0,08 | +24
Da tabela 3 temos;
Tabela 3.1 — solucdes da tabela 3
Variaveis basicas Variaveis ndo basicas Valor de z

X3= 6,67, a,= 14, as= 43,3, %,= 2 | (Xp, X4, f1s 5, fa, f4, 1 , 2) =0 | 57,3M + 24

Ainda ndo encontramos a solucdo 6tima do problema, fagamos outra interacao.
Interacéo: 3
Assim, X, entra na base e a, sai da base.

Pivd = 3,64

Nova linha pivo= L—Z =010 -0,31 0,28 -0,27 0 0,02 -0,18 0,27 0 -0,02 3,85

3,64
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Nova L; =-0,53.Nlp+L; =0 0 1 0,9 -0,23 0,14 0 0,05 0,23 0,14 0 -0,05 4,62
Nova L; =-0,57.Nlp+L; =000 -0,86 0,13 0,15 -1 0,62 -0,13 -0,15 1 -0,62 41,15
Nova L, =-0,02.Nlp+L,=1 0 0 0,35 0,02 0,005 0 -0,06 -0,02 -0,005 0 0,06 1,92
Nova L, = (-4,21M - 0,04). Nlp+ L, =0 0 0-0,86M - 7,11 0,13M - 0,37 0,16M +
0,01-M 0,62M + 0,08 -1,13M +0,37 1,16M-0,01 0 -1,62M -0,08 41,15M + 23,85

Vamos inserir os novos dados na nova tabela

Tabela 4 — Resultado da interagéo: 3

Base |xq Xz |X3| x, f, f, |f3| fy a, a, |a| a, b
x3 |0]0]1 0,9 -0,23 | 0,14 0,05 0,23 -0,14 | 0| -0,05]| 4,62
x, (0/1]0| -031 | 0,18 | -0,27 0,02 -0,18 | 0,27 | 0| -0,02| 3,85
a; (0/0|0| 086 | 0,13 | 0,15 |-1| 0,62 -0,13 |-0,15 |1/ -0,62|41,15
x; |1/0]0| 035 0,02 | 0,005|0| -0,06 | -0,02 |-0,005|0| 0,06 | 1,92
Z 0/0|0]|-0,86M | 0,13M | 0,16M | -M| 0,62M | -1,13M|-1,16M 0-1,62M | 41,15M

-7,11 | -0,37 | +0,01 +0,08| +0,37 |-0,01 -0,08 | +23,85

Da tabela 4 temos;
Tabela 4.1 — solucdes da tabela 4
Variaveis basicas Variaveis ndo basicas Valor de z

X3=4,62, x,=3,85, a3=41,15, x,=1,92 | (X4,f1,f5,f2,f4, a1,32,34) = O | 41.15M+23,85

Observamos que ainda ndo encontramos a solucao 6tima, tendo em vista a funcao

objetivo ainda ter valores maiores ou iguais a zero. Faremos outra interacao.

Interacéo: 4
Logo, f, entra na base e a3 sai da base.
Pivd = 0,62
L

Nova Linha pivo = 0—;’2 =000 -1,38 0,22 0,25 -1,611 -0,22 -0,25 1,61 -166,28

Nova L, =-0,05.Nlp + L;=001 0,97 -0,24 0,13 0,09 0 0,24 -0,13 -0,09 0 0,97
Nova L, =-0,02.Nlp+ L,=0 1 0 -0,28 0,17 -0,28 0,04 0-0,17 0,28 -0,04 02,39
Nova L, =0,06.Nlp+L, =1 0 0 0,26 0,03 0,02 -0,1 0 -0,03 -0,02 0,1 0 5,93
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Nova L, =(-0,62M -0,08).Nlp+L,=0 0 0 -7 -0,38 -0,01 0,13 0O -M+0,38 -
M+0,01-M-0,13 -M 18,6

Vamos inserir os novos dados na nova tabela

Tabela 5 — Resultado da interacéo: 4

Base | x;| X,| X3| X4 fy f, | f3 |fy| a; | a, | a3 |ag4| D
x3 [(0]0]1] 097 |-024013|0,09|0]| 0,24 |-0,13| -0,09 | 0 | 0,97
x, (0]1]0]|-028)| 017 -0,28/0,04|0 | -0,17 |0,28 | -0,04 | O | 2,39
f, 0o|{0(0|-138| 0,22 |0,25|-1,61| 1| -0,22 |-0,25| 1,61 | -1 | 66,28
X1 1/0|0]| 0,26 | 0,03 |0,02|-0,2 |0 -0,03|-0,02| 0,1 0 | 593
Z 0/[0|0 -7 -0,38 |-0,01/0,13 | O -M -M -M -M | 18.6
+0.38| +0.01] -0.13
Da tabela 5 temos;
Tabela 5.1 — solugdes da tabela 5
Variaveis basicas Variaveis ndo basicas Valor de z

X:l ’X:l ) = ) lX:l X! i) ) Falalala = i)
.=0,97, x,=2,39, ,=66,28, x,=5,93 | (X4.f1,55,fs a1,32,33,34) = O | 18,6

Interacéo: 5
Ainda tem um valor maior que zero na funcdo objetivo que é o 0,13, entdo

vamos zerar essa coluna fazendo mais uma interacao, logo a variavel que entra na
base é f; e a variavel que sai da base € x;

Piv6 = 0,09

Nova linha inGZ% =0011311 -27151027-15-10 11

Nova L, =-0,04.Nlp+L, =0 1 -0,4 -0,68 0,27 -0,33 0 0 -0,27 0,33 0 0 2
Nova L; =1,61.Nlp+L; =0 0 18,2 16,35 -4,13 2,65 0 1 4,13 -2,65 0 -1 84
Nova L, =0,2.Nlp+L, =1 0 1,13 -0,24 0,17 0 0 0,24 -0,17 0 O 7

Nova L, =-0,13.Nlp+L, =0 0 0 -1,44 -84 -0,04 0,2 0 0 -M + 0,04 -M + 0,2
‘M -M

Vamos inserir os novos dados na nova tabela
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Base | xy| X3| X3 | X4 f f, |f3fs4| a4 a; |az [a, | b
f3 00 (11,3] 11 27 1151110 2,7 15| -1 0 | 11
x, (0|1]-04)-067 )| 027 |-0330|0| -027 [033]| 0 | O 2
f, 0/0|18,2|16,33| 4,13 | 267 | 0| 1 4,13 -2,67. 0 | -1 | 84
X1 11011133 |-0,23|0,27{0 |0 0,23 -0,17, 0 | O 7
z 0| 0|-1,44 -84 | -0,04 0,21 0| O -M M | -M | -M| 17,2
+0,04 | +0,2
Da tabela 6 temos;
Tabela 6.1 — soluc¢des 6timas encontradas
Variaveis basicas Variaveis ndo basicas | Valor de z
X1=7, X,=2, f3=11, f,=84 (X3, X4,f1,f2,21,82,a3,84) = 0 17,2

Como todos os valores de Z sdo menores ou iguais a zero (critério de parada)

podemos concluir que x,=7, x,=2, x3= 0 e x,= 0 sdo solu¢des 6timas do problema

primal e o valor da funcdo objetivo € Z = 17,2. Isso significa que a pessoa que ira fazer

a dieta para gastar o minimo tera que comprar 7 litros de leite e 2 quilogramas de

arroz, os resultados obtidos nem sempre condizem com a realidade.

Agora usaremos a dualidade para obter o dual do problema primal e resolver o
mesmo problema usando o método simplex.

Usando a definicao de Izmailov e Solodov (2014, p.244), temos que o problema
dual do problema primal da dieta sera:

Problema dual

Max W = 80y, + 70y, + 100y; + 60y,

Sujeito a: 10y, + 8y, + 15y; + 20y, < 2

Sy, + 7y, + 3y; + 2y, <16 (4)
9y, + 6y, + 4y; +3y, <3
10y, + 6y, + 7y3 +9y, <10

Com o problema dual definido agora vamos coloca-lo na forma padrao para

usar o método simplex
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Igualando a fungéo objetivo a zero e adicionar as variaveis de folga no sistema

de restricdes para transformar as inequacdes em equacodes, temos;

W - 80y, — 70y, — 100y;— 60y, =0
10y, + 8y, + 15y3 + 20y, +f; = 2
Sy; + 7y, + 3y3 + 2y, +f,=1.6
9y, + 6y, + 4y3 +3y, +f3=3
10y, + 6y, + 7y3 + 9y, + £, =10
Com o problema na forma padréo, vamos adicionar seus dados na tabela e
usar o0 método simplex para encontrar os melhores valores das variaveis que

maximizem a funcao objetivo.

Tabela 7 — Inicio das interacdes

Base Y1 Y2 y3 Ya fi | £ | f5 | f4 b
f, 10 8 15 20 110|010 2
f, 5 7 3 2 O|1]0]O0 1,6
fs 9 6 4 3 0| O 110 3
f, 10 6 7 9 O 0] 0|1 10
w -80 -70 -100 -60 OO0 0] O 0

Temos como;
Tabela 7.1 — Solugdes inicias
Variaveis basicas Variaveis ndo basicas | Valor de w
f1=2, £,=1.6, £3=3, {,=10 (V1,¥2:¥3, Y4) =0 0

Interacéo: 1

Podemos observar os valores das variaveis de folga na sua respectiva linha na
coluna b, logo temos uma solucao inicial, tendo em vista esse fato, podemos comecar
a usar o algoritmo simplex para encontras as solucdes 6timas do problema.

Nesse caso o problema dual é de maximizacédo, logo devemos escolher o
namero mais negativo para zerar sua coluna e decidir a variavel que entra na base, a
variavel que saird da base sera aquela com menor quociente da divisdo da coluna b

pela coluna da variavel que entra na base. A intersecdo da variavel que entra na base
e a da que sai da base, sera o elemento piv0, logo a variavel que entra na base é y3

e a que sai da base é f;.
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Pivbe = 15

Linha pivﬁzi—; =0,67 0,53 1 1,3 0,067 0 0 0 0,13
Nova L, =-3.Lp+L, =354 0-2-02100 12

Nova L; =-4.Lp+L; =6,33 3,87 0 -2,33 -0,26 0 1 0 2,47
Nova L, =-7.Lp+L,=5,33 23 0 -0,33 -0,47 0 0 1 9,07

Nova L, =100. Lp +L,, =-13,33 -16,67 0 73,33 6,7 0 0 O 13,33

Inserindo os dados obtidos na nova tabela.

Tabela 8 — Resultado da interacédo:1

Base |y, Y2 Y3 Y4 fi ||| L& b
V3 0,67 0,53 1 1,3 |0067| 0O | O | O 0,13
f, 3 5,4 0 -2 02| 1/0]0 1,2
f, 6,33 3,87 0 2,33 |-026| O 1|0 2,47
fy 5,33 2,3 0 -0,33 |-047| 0 | O | 1 9,07
w -13,33 | -16,67 0 73,33 | 6,7 O 0] O 13,33
Da tabela 8 temos;
Tabela 8.1 — Solucdes da tabela 8
Variaveis basicas Variaveis ndo basicas | Valor de w
y3=0.13, f,=1.2, f;=2.47, £,=9.07 (Y1,¥2, Ya.f1 ) =0 13,33

Vamos continuar com as interagfes até que a funcéo objetivo tenha niumeros
maiores ou iguais a zero nas colunas das variaveis.

Interacéo: 2

Utilizando o mesmo procedimento na Interacdo 1 para decidir qual variavel

que entra e qual variavel que sai da base, y, entra na base e f, sai da base.

Pivo = 5,4
Nova linha infJ:L—2 =0,55 1 0 -0,37 -0,037 0,19 0 0 0,22

54
Nova L1 =-0,53. Nlp + L1 =0,37 0115 0,09 -0,2 0 0 0,015
Nova L3 =-3,87. NIp + L3 =4,19 0 0 -0,9 -0,12 -0,73 1 0 1,61



Nova L, =-23.Nlp+L, =4,06 0 0 0,53 -0,38 -0,43 0 1 8,56

Nova L, =16,67.Nlp + L, =-4,07 0 0 67,16 3,16 0 0 17,04

Inserindo os novos dados na nova tabela temos;

Tabela 9 — Resultado da interagdo:2

Base Y1 Y2 y3 Ya fy f, | f3 ] f4 b
V3 0,37 0 1 15 0,09 [-01] O 0 0,015
Vo 0,55 1 0 -0,37 |-0,037 {0,19| O 0 0,22
fs 4,19 0 0 -0,9 -0,12 | -0,73| 1 0 1,61
f, 4,06 0 0 0,53 -0,38 | -0,43| O 1 8,56
W -4,07 0 0 67,16 6,05 [ 3,16 | O 0 17,04

Da tabela 9 temos;

Tabela 9.1 — Solucdes da tabela 9

Variaveis basicas

Variaveis ndo basicas

Valor de w

y3=0.015, y,=0.22, f;=1.61, f,=8.56

(Vy1.Ya.f1,.£,) =0

17,04
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Ainda existe um namero negativo na funcao objetivo W, entdo sera feita mais

uma interacdo zerando essa coluna.

Interacéo: 3

A variavel que entra na base € y,, a variavel que sai da base € y;..

Pivo = 0,37

Nova linha pivd = -~ =1 0 2,7 4,05 0,24 -0,27 0 0 0,04

0,37

Nova L, =-0,55.Nlp+L, =0 1 -1,5 -2,67 -0,17 0,33 0 0 0,2

Nova L; =-4,19.Nlp+L; =0 0 -11,3 -17,8 -1,12 0,4 1 0 145

Nova L, = -4,06.Nlp+L, =0 0 -10,9 -16,13 -1,33 0,67 0 1 8,4

Nova L, =4,07.Nlp+L,, =0 0 11 84 7 2 0 0 17,2

Inserindo os dados obtidos na nova tabela
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Tabela 10 - Resultado da interagéo: 3

Base |y, |y, | 3 Y4 fy f, | f5 | L, b
V1 1] 0 2,7 4,05 0,24 | -027 | 0 | O | 0,04
Vs 0 1| -15 -2,67 |-0,17 { 033 | 0 | O 0,2
fy o|o0|-113| -178 | -1,12 04 | 1| 0 | 1,45
f, 0| O -11 | -16,23 | -1,33 | 0,67 | O 1 8,4
w 0| O 11 84 7 2 0| 0| 172
Da tabela 10 temos;
Tabela 10.1 - Solucbes 6timas encontradas
Variaveis basicas Variaveis ndo basicas | Valor de w

y,=0.04, y,=0.2, £;=1.45, £,=8.4 |  (ys.yarfi,f,) =0 | 17,2

Como os valores de W sdo maiores ou iguais a zero (critério de parada),
podemos concluir que y;=0.04, y,=0.2, y3=0 e y,=0 s&o as solu¢des otimas do
problema dual e 0 maximo que sua funcdo objetivo pode obter é W = 17,2.

Usaremos o teorema das folgas complementares para fazer a verificacdo dos
resultados obtidos e analisar a relacdo do problema primal com o problema dual.

O teorema diz que: Para solu¢des 6timas primal e dual, o teorema das folgas
complementares relaciona as folgas de sistema (primal ou dual) com os valores da
solucéo do sistema correspondente (dual ou primal). Por exemplo, caso uma variavel
na solucéo 6tima do primal € positivo a folga correspondente do dual tem que ser zero.

Nesse caso vamos usar as solucbes do problema dual para chegar nas
solugdes do problema primal

Do dual temos y;=0.04 ,y,=0.2,y3=0ey, =0

Adicionando as folgas no primal e no dual temos,

Primal
10x,+ 5x,+ 9x5 + 10x, = 80 + h,
8x, + 7x,+ 6%3 + 6x, =70 + h, 3)

15x;+ 3x, + 4x3 + 7x4, = 100 + h;

20x,+ 2X, + 3x3 +9x, =60 + h,
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Dual

10y, + 8y, + 15y3 + 20y, =2 -v;
Syp + 7y, + 3yz + 2y, =1.6-v; (4)
9y1 + 6y, + 4yz +3y,=3-v;3

10y, + 6y, + 7y3 +9y, =10-v,

Substituindo as solu¢des em (4) temos que:

10y; + 8y, + 15y; + 20y, =2 -v; & v; =0
S5y, + 7y, + 3y; + 2y, =16-v,© v, =0
9y, + 6y, + 4y; +3y, =3 -v3 & v3 =144
10y, + 6y, + 7y3 +9y, =10-v, v, =84

Fazendo as relacdes das folgas temos,

X1.V1=0=2x,.0=2>x, =7

X2.V, =0=2x,.0=x%x, =7

X3.V3=0=x3.144=x;=0

X4.V4,=0=2x4.84=>x,=0

y1-h; =0=0.04 . h; >h; =0

y,.h, =0=0.2.h, =2h,=0

y3.h3=0=0.h; > h; =?

V4. hy,=0=>0.h,=>h, =?

Substituindo os valores da relacdo em (3)

10x,+ 5x, = 80

8x, + 7x, = 70

15x;+ 3x, =100 + h;
20x,+ 2x, =60 + h,
Resolvendo esse novo sistema temos que, x,= 7, X,= 2, h;= 11 e h,= 84, logo
X,1=7 € x,= 2 sado as solucdes étimas do primal.

Teorema 2.6. Um ponto x” € uma solucéo do problema primal se, e somente
se, existe um ponto u” que é viavel para o problema dual e tal que < ¢, x> =<
b,u” >, isto é, os valores das fun¢des objetivos dos dois problemas séo iguais. Logo;

Min Z = Max W
2.7+16.2+3.0+10.0=280.0,04 +70.0,2+100.0+60.0
14+32+0+0=32+14+0+0
17,2=17,2
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Como Min Z = Max W, entéo, x,= 7, x,= 2, y;= 0.04 e y,= 0.2, sdo solucdes

Otimas do problema primal e dual respectivamente.
4 RESULTADOS E DISCUSSOES

No processo da resolucdo do problema primal encontrou-se barreiras e
dificuldades nas tomadas de decisdes, além de dificuldades de aproximar os nimeros
decimais, assim como a grande quantidade de varidveis a serem trabalhadas na
tabela simplex. Foi um processo longo e cheio de interacbes até encontrar a solugéo
Otima do problema, por esses motivos é possivel afirmar que um problema dessa
magnitude leva um certo tempo para ser resolvido e é bastante trabalhoso. Ja o
problema dual além de ter menos variaveis e poucas interacdes, ndo levou tanto
tempo e nédo foi tdo trabalhoso quanto o primal. Foi rapido chegar as suas solucdes
Otimas, com trés interacdes foi possivel encontra-las, logo € possivel afirmar em
virtude dos problemas supracitados que foi mais rapido resolver o problema pelo dual
em vez do primal, sendo assim a dualidade € importante na programacao linear pois,
facilita na resolucao de problemas primais com muitas variaveis, dando um caminho
viavel e rapido de se resolver, alcancando o mesmo resultado do primal. Vale ressaltar
gue no problema primal da primeira até a quinta interacdo foram feitas 65 (sessenta e
cinco) divisdes, 312 (trezentas e doze) multiplicacbes, 137 (cento e trinta e sete)
adicBes e 175 (cento e setenta e cinco) subtracdes, ja no dual foram feitas 27 (vinte e
sete) divisbes, 108 (cento e oito) multiplicacdes, 47 (quarenta e sete) adicdes e 61
(sessenta e uma) subtracdes, é visivel de acordo com os dados fornecidos que a
dualidade facilitou e simplificou o processo de resolu¢cdo do problema, obtendo o
mesmo resultado da fungao objetivo que o primal.

Do problema primal, vale ressaltar que o método simplex busca sempre a
melhor solucéo ou seja, a solucdo 6tima, por esse motivo nem sempre as solucdes
serdo fieis a realidade, é possivel observar que o método anulou duas variaveis para
encontrar o valor 6timo do problema que foram a quantidade de feijdo e a quantidade
de carne, por esse motivo para encontrar uma solucdo que tenha todas as variaveis
necessarias, seria preciso fazer uma analise mais profunda do problema, verificar
suas restricbes a funcao objetivo afim de chegar em uma solu¢cdo que condiz com a
realidade, pois tirar o feijao e a carne ndao € o 6timo para a dieta de acordo com o

ponto de vista nutricional.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

E possivel afirmar que os objetivos da pesquisa foram alcancados, tendo em
vista, a modelagem do problema e seu processo de resolucdo tanto pelo problema
primal quanto pelo problema dual que mostraram como a dualidade € importante em
problemas de programacao linear, muitas vezes facilitando a resolugéo até encontrar
as solugbes 6timas dentro do conjunto convexo viavel. A pesquisa contribuiu para
mais aprendizado e informacao a respeito do assunto “programacéo linear e teoria da
dualidade”, explanando suas caracteristicas e eficiéncias no campo da matematica

aplicada.
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