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RESUMO

O tema deste trabalho cientifico é “Congruéncias” e a delimitagdo deste é
“Congruéncias e os Critérios de Divisibilidade”, considerando o seguinte problema:
guando que um numero inteiro € divisivel por 2 ao 11, amparado pelas propriedades
de Congruéncias? Diante disso, o objetivo geral é utilizar as Congruéncias para provar
os Critérios de Divisibilidade por 2,3,4,5,6,7,8,9,10 e 11 e algumas questdes
norteadoras sdo exibidas. Para tal fim, foi necesséario estudar os conceitos das
Congruéncias, Divisibilidade e os Critérios de Divisibilidade. Em consequéncia, a
elaboracao e aplicacdo do projeto obteve resultados favoraveis dado que foi possivel
demonstrar todos as regras de divisibilidade propostas utilizando Congruéncias. Trata-
se de um trabalho de grande pertinéncia, seja para o professor quanto para aluno do
Ensino Basico ou Superior. O trabalho € fundamentado teoricamente por Filho (1981);
Machado (2018); Santos (1998); Rosen (2011); Durbin (2008); Mcdowell (2022);
Domingues e lezzi (2003); Silva (2015), Rodrigues (2013) e Moura (2015). No capitulo
1, serdo apresentadas e demonstradas algumas propriedades basicas de
Divisibilidade. No capitulo 2, sera definida a congruéncia médulo m e demonstradas
algumas de suas propriedades. No Ultimo capitulo, aborda-se os Critérios de
Divisibilidade e a prova destes utilizando congruéncias.

Palavras-Chave: congruéncias. divisibilidade. critérios. propriedades.
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INTRODUCAO

Os Critérios de Divisibilidade determinam se um namero inteiro € divisivel por
outro inteiro, sem necessariamente efetuar o algoritmo da divisdo. Por exemplo, o
Critério de Divisibilidade por 3 afirma que se a soma dos digitos de um namero for
divisivel por 3, consequentemente o nimero também é divisivel por 3.

Sabe-se também que pela definicdo das Congruéncias, o numero inteiro a €
congruente ao inteiro b modulo m (m > 0) se m divide a — b, ou seja m|(a — b)), isto
€,a— b = m-q para algum q € Z. Diante disso, considera-se a seguinte problematica:
amparado pelas propriedades das Congruéncias, quando que um numero inteiro é
divisivel por 2,3,4,5,6,7,8,9,10 e 11?

E evidente a relevancia dos Critérios de Divisibilidade na resolucdo de
problemas, logo a contribuicdo deste trabalho € esclarecer para a comunidade
académica e populacdo em geral a concatenacdo dos termos anteriormente
mencionados, como também aplicar as propriedades das Congruéncias para provar,
pormenorizada e objetivamente, alguns Critérios de Divisibilidade. Desse modo, este
trabalho tem como objetivo geral utilizar Congruéncias para provar os Critérios de
Divisibilidade.

As questdes norteadoras implicam em expor os Critérios de Divisibilidade por
2,3,4,5,6,7,8,9,10 e 11 e provar tais critérios utilizando Congruéncias, conforme suas
propriedades. Os objetivos especificos compreendem em levantar informacées sobre
os fundamentos tedricos da Divisibilidade e Congruéncias; tragcar quais propriedades
das Congruéncias serdo utilizadas para a prova dos Critérios de Divisibilidade e
analisar os argumentos feitos para o cumprimento da proposta do Trabalho.

O trabalho esta dividido em 3 capitulos. No capitulo 1, sdo enfatizados os
conceitos que abrangem a Divisibilidade e que foram utilizados ao longo do trabalho,
ou seja, as preliminares, que sédo: Maximo Divisor Comum, Divisibilidade, Algoritmo
de Euclides, Minimo Multiplo Comum, Nameros Primos e Representacéo dos Inteiros
em outras bases. O capitulo 2, envolve as propriedades das Congruéncias, no qual
algumas destas foram determinadas para a prova dos Critérios de Divisibilidade. No
capitulo, 3 sdo englobadas as descricbes dos Critérios de Divisibilidade, as provas
desses critérios utilizando Congruéncias, juntamente com exemplos e as

consideragdes finais do trabalho.



CAPITULO 1

PRELIMINARES
Neste capitulo abordaremos as propriedades de Divisibilidade! dos nimeros
inteiros bem como suas demonstracdes, serdo evidenciados a Inducéo, a nocao de

Divisibilidade, Maximo Divisor Comum, Numeros Primos e Minimo Multiplo Comum.

1.1 INDUCAO MATEMATICA

Defini¢cdo 1.1 (Elemento minimo do conjunto de inteiros) Seja A um Subconjunto dos
nameros inteiros. Chama-se elemento minimo de A um elemento a € A tal que a < x
para todo x € A.
Representa-se pela notacdo "minA", que se |é "minimo de A". Portanto,
simbolicamente: MinA=za < (a € Ae (Vx € A4); (a<x))
Teorema 1.1 Se a € elemento minimo de A, entdo este elemento € unico.
Demonstracdo. Com efeito, se existisse um outro elemento minimo b de A, teriamos

I.a < b, porque a = minA

Il. b < a, porque b = minA
Logo, pela propriedade anti-simétrica da relacdo de ordem natural "<” em Z, temos
a=hb.
O elemento minimo de A, se existe, denomina-se também primeiro elemento de A ou
menor elemento de A.
Exemplo 1.1 O conjunto B = {4,7,9,11,13,15,17} tem o elemento minimo, que é 4
(minB = 4),porque 4 € Be4 <bparatodob € B.
Exemplo 1.2 O conjunto A ={a € Z/ a > 10} tem o elemento minimo, que é 11
(minA = 11), porque 11 € A e 11 < x paratodo x € A.
Exemplo 1.3 O conjunto C = {0,—1, ...,—7,—8, ...} ndo tem o elemento minimo, porque
nao existe x € C talque x < c paratodoc € C.
Exemplo 1.4 O conjunto D = {d € N /2 divide d3} tem o elemento minimo 2 (minD =
2), porque 2 € D (2 divide 8) e2 < d paratodod € A .
Definicdo 1.2 (Principio da Boa Ordenacao). Todo conjunto ndo vazio A de inteiros

nao negativos possui o elemento minimo.

! Todas Defini¢cdes, Teoremas, Corolarios de Divisibilidades exibidas neste capitulo estdo
fundamentados por (FILHO, 1981) em sua obra Teoria Elementar dos Nimeros.



Em outros termos, todo o subconjunto ndo vazio A do conjunto Z, = {0,1,2,3,4,...} dos
inteiros ndo negativos (¢ # A c Z,) possui 0 elemento minimo, isto é, simbolicamente:
(VACZ,, A+ ®)->3IminA
Exemplo 1.5 O conjunto E = {x € Z / 2 ndo divide x} € um subconjunto ndo vazio de
Z,(® #+ E c Z,). Logo, pelo Principio da Boa Ordenacéo, E possui o elemento minimo
(minE = 1).
Exemplo 1.6 O conjunto F ={f eZ / f édivisivel por 1 e f} € um subconjunto ndo
vazio de Z,(® # P c Z,). Logo, pelo "Principio da Boa Ordenacéo”, F possui o
elemento minimo (minF = 2).
Teorema 1.2 (de Arquimedes) Se a e b sdo dois inteiros positivos quaisquer, entao
existe um inteiro positivo n talque n - a = b.
Demonstragcédo. Suponha-se que a e b sao dois inteiros positivos para os quais n -
a < b para todo inteiro positivo n. Entéo, todos os elementos do conjunto:
S={b—n - a/n € N}sao inteiros positivos e, pelo "Principio da Boa Ordenac¢éo", S
possui 0 elemento minimo digamos minS = b — k - a.
E como b — (k + 1) - a pertence a S, porque S contém todos os inteiros positivos desta
forma, temos
b—(k+1)a=bB-k-a)—a<b-—k-a

isto €, b —k-a ndo € o elemento minimo de S, o que é uma contradicdo. Logo, a
propriedade arquimediana é verdadeira.
Exemplo 1.7Sea=5e b =16, entdo n =4, pois4-5 > 16.
Exemplo 1.8 Sea=10eb=7,entdon =1, pois1-10 > 7.
Teorema 1.3 (Principio de Inducéo Finita). Seja S um subconjunto do conjunto N dos
inteiros positivos (S © N) que satisfaz as duas seguintes condicoes:

I. 1 pertencea S (1 €5);

II. Para todo inteiro, positivo k, se k € S,entdo k+ 1 € S.
Nestas condicdes, S € o conjunto N dos inteiros positivos: S = N.
Demonstracdo. Suponha-se, por absurdo, que S ndo € conjunto N dos inteiros
positivos (S # N) e seja X o conjunto de todos 0s inteiros positivos que ndo pertencem
aS,istoé: X={x/xeENex ¢ S}=N-S
Entdo, X € um subconjunto ndo vazio de N (® # X c N) e, pelo "Principio da Boa

Ordenacao"”, existe o elemento minimo x, de X(minX = x,).
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Pela condicéo (I), 1 € S, de modo que x, > 1 e, portanto, x, — 1 € um inteiro positivo
gue néo pertence a X. Logo x, — 1 € S e, pela condigéo (Il), segue-se que (x, — 1) +
1 =x, € S, 0que € uma contradi¢ao, pois, x, € X = N — S, isto &, x, & S. Assim sendo,
X=deS=N.
Consoante este "Principio de Inducéo Finita", o Unico subconjunto de N que satisfaz
as condicdes (1) e (Il) é o préprio N.
Teorema 1.4 ?(Segundo Principio de Inducdo Finita). Seja P(n) uma proposicdo
associada a cada inteiro positivo n e que satisfaz as duas seguintes condicdes:

I. P(1) é verdadeira;

II. Para todo inteiro positivo k, se P(k) é verdadeira, entdo P(k + 1) também é

verdadeira.
Nestas condi¢des, a proposicéo P(n) é verdadeira para todo inteiro positivo n.
Demonstracdo. Seja S o conjunto de todos 0s inteiros positivos n para 0s quais a
proposicdo P(n) é verdadeira, isto €: S = {n € N / P(n) é verdadeira }
Pela condicéo (I), P(1) é verdadeira e, portanto, 1 € S. Pela condicéo (ll), para todo o
inteiro positivo k, se k € S, entdo k + 1 € S. Logo, o conjunto S satisfaz as condi¢des
() e (I) do "Principio de Inducéo Finita" e, portanto, S = N, isto €, a proposi¢cao P(n)
€ verdadeira para todo inteiro positivo n.
Exemplo 1.9 3Se S(n) é denotado pela soma:
atar+a-r®+-+a-r*?

dos primeiros ntermos de uma progressdo geométrica com primeiro termo a e

proporgédo comum r # 1, entao

S(m) = a—a-r"
() = 1—r
Demonstragéo.

l. P(1) é verdadeira, visto que S(1) a;‘_l:n =a

II. A hipétese de inducéo € que P (k) € verdadeira. Logo,

a—a-rk

S(k) = 1,

20 Teorema 1.4 é conhecido, também, como Inducdo Matematica ou Principio da Inducéo
Matematica.
3 Este exemplo esta de acordo com (DURBIN, 2008).
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a—a-r" a—a-rk+@—-r)-a-r¥
Sk+1D)=Sk)+ar¥= —+ a-r*F = ( )
1—r 1—r
a—a-rk+l
Skk+1)=———
(k+1) T

e isto significa que a tese P(k + 1) é verdadeira. Logo, pelo "Segundo Principio de
Inducgdo Finita", P(k) implica P(k + 1).

1.2 DIVISIBILIDADE
Definicdo 1.3 (Relacéo de Divisibilidade em Z). Sejam a e b dois inteiros, com a # 0.
Diz-se que a divide b se, se e somente, existe um inteiro g talque b = a - q. Se a divide
b também se diz que a € um divisor de b, que b € um multiplo de a, que a é um fator
de b ou b é divisivel por a.

Com a notacéo a | b indica-se que a # 0 divide b e, portanto, a notacéo a t b
significa que a # 0 ndo divide b. A relacéo "a divide b (a | b)" denomina-se relacdo de
divisibilidade em Z.

Se a é um divisor de b, entdo —a também é um divisor de b, porque a igualdade
b =a-qimplicab = (—a) - (—q), de modo que os divisores de um inteiro qualquer sao
dois a dois iguais em valor absoluto e de sinais opostos (simétricos).

Exemplo 1.10
a) 319, porque 9 =3-(3)
b) —6 | 42, porque 42 = 7 - (—6)
c) 3| —21, porque =21 =7-(-3)
d) 4 f 19, porque ndo existe g € Ztalque 19 =4-q

Teorema 1.5 Quaisquer que sejam os inteiros a, b e c, tem-se:
l.LalO,1|laeala
I.Seall, entdoa = +1
ll.Sealbesecld,entdoa-c|b-d
IV.Sealbeseb|c,entdoalc
V.Sealbeseb]|a,entdoa==xb
VI.Sea | b,comb # 0, entdo |a| < |b|
VI.Sealbesealc,entéoal(b-x+c-y),Vx,y€eEZ
Demonstracéo:

I.Comefeito:0 = a-0,a= 1'a,a = a-1
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II. Com efeito,sea | 1,entdo1 = a-q,comgq € Z,oque implicaa = 1eq =1
oua = —leq = —1,istoéa = *+1.

lll. Comefeito:a|b—>b=a-q,comgeZecl|ld—->d=c-q;,comgq, € Z.
Portanto: b-d =(a-c):-(q-q1) > a-clb-d

IV.Com efeito:a|b—>b=a-q,comqgeZeblc—>c=b-q,,cOMq, € Z.
Portanto: c=a-(q-q—1)—>alc

V.Comefeito: alb—-b=a-q,comq€eZe bla—>a=b-q;,comq; €EZ
Portanto: a=a-(q-q1) =2 q-¢g1=1-¢q; 11

- g =x1->a=1b

VI.Comefeito:a|b,b#+#0—>b=a-q,q+0 - |b| =|a]"|q]
Como g # 0, segue-se que |q| = 1 e, portanto: |b| = |a|

VIl. Com efeito: alb—->b=a-q,comq€Ze alc—>c=a-q;,cOmq, €Z.
Portanto, quaisquer que sejam os inteirosxey: b-x+c-y=a-q-x+a-q-y=a-
(q-x+q.-y)—>al(b-x+c-y). Esta propriedade (VII) admite uma O&bvia
generalizacdo; isto €, se alby, para kK = 1,2,3,...,n entdo, quaisquer que sejam 0s
INteiros x4, xz,..., Xy al (by x1 + by - xy+...+by, - xpy.
Consoante as propriedades (I) e (IV), a relacdo de divisibilidade Z € reflexiva e
transitiva, mas nao simétrica, porque, por exemplo, 2 | 8 e 8 } 2.
Definig&o 1.4 (Conjunto dos Divisores de um inteiro) O conjunto de todos os divisores
de um inteiro qualquer a indica-se por D(a), isto é: D(a) ={x € Z* / x | a} no qual Z*
denota o conjunto dos inteiros néo nulos (# 0).
Definicdo 1.5 (Conjunto dos Divisores de dois inteiro) Chama-se divisor comum de
dois inteiros a e b todo inteirod = 0talque d |aed | b.

Em outros termos, divisor comum de dois inteiros a e b é todo inteiro d # 0 que
pertence simultaneamente aos conjuntos D(a) e D(b). O conjunto de todos os
divisores comuns a dois inteiros a e b indica-se por D(a, b). Portanto, simbolicamente:
D(a,b)={x€Z/x|laex]|b}
ouseja: D(a,b) ={xeZ*/ xeD(a)e xeD(b)} e, portanto: D(a,b) = D(a) N D(b)

A intersecdo (N) € uma operacdo comutativa, de modo que D(a,b) néo
depende a ordem dos inteiros dados a e b, isto é: D(a,b) = D(b, a).

Como —1 e 1 séo divisores comuns de dois inteiros quaisquer a e b, segue-se

gue o conjunto D(a, b) dos divisores comuns de a e b nunca € vazio: D(a,b) # 0. Em
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particular, se a = b = 0, entdo todo inteiro ndo nulo € um divisor comum de a e b, isto
€:D(a,b) =Z".
Exemplo 1.11 Sejam os inteiros a = 10 e b = 20. Tem-se: D(10) = {+1,+2,+5,+10}
e D(20) = {+1,+2,+4,45,+10,+20}. Portanto:  D(10,20) = D(10) n D(20) =
{+1,+2,+5,+10}.
Teorema 1.6 (O Algoritimo da divisdo) Se a e b sé@o dois inteiros, b > 0, entdo existem
e sdo Unicos os inteiros q e r que satisfazem as condi¢bes

a=b-gq+re0<r<b
Demonstracdo. Seja S o conjunto dos numeros inteiros ndo negativos, que sédo da
forma de a—b-x, com x€Z, isto é: Z={a—b-x/x€Z,a—b x>0} Este
conjunto S ndo € vazio (S #@), porque, sendo b > 0, entdo b = 1 e portanto, para x =
—lal,resultaa—b-x =a+b-|a|=a+|a] =0.

Assim sendo, pelo Principio da Boa Ordenacéo, existe o elemento minimo r
deStalquer>0er=a—b-qecomgq € Z. Além disso, temos r < b, pois, se fosse
r=>b, teriamos 0<r—b=a—-b-q—b=a—-b-(q+1)<r, isto & rndo seria 0
elemento minimo de S.

Para demonstrar a unicidade de q e r, suponha-se que existem dois outros
inteiros q; e ry taisque a =bq; + 1, € 0 <1, <b. Entdo, teremos: b-q; +r, =b-q +
rorn—-r=(q—q) b->bl(rn—r).

Por outro lado, temos: —b < —r < 0el|r —r|< b,oqueimplica: —=b <1, —r <
b,istoé, |r,—rI<b.

Assim, b | (r; —R)el|r, —r|< b eportanto: r; —r = 0, e como b # 0, também
temosq—q, =0.Logo, , =req; =q.

Corolario 1.1 Se a e b sao dois inteiros, com b # 0, existem e s&o Unicos os inteiros
q e r que satisfazem as condi¢cdes: a =b-q+re 0 <r <|b|
Demonstracdo. Com efeito, se b > 0, nada ha que demonstrar, e se b < 0, entédo |b| >
0, e por conseguinte existem e Sdo Unicos os inteiros q; er taisque a = |b|-q, +r e
0 <r<|b|,ouseja, porser|b|=—-b:a=b-(—q;)+red<r<|b|

Portanto, existem e sao Unicos os inteiros q = —q; ertaisquea=b-q+re0 <
r < |b|. Os inteiros g e r chamam-se respectivamente o quociente e o resto na divisdo

de a por b.
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Observe-se que b é divisor de a se, e somente se, 0 resto r = 0. Neste caso,

tem-se a = b - g e 0 quociente g na divisdo exata de a por b indica-se também por %
oua/b(q= % = a/b) que se |& "a sobre b".

Exemplo 1.12 Achar o quociente g e o resto r na divisdo de a = 66 por b = 12 que
satisfazem as condi¢fes do algoritmo da divisao.
Efetuando a divisdo usual dos valores absolutos de a e b, obtemos: 66 =12-5+ 6 €
0 <r < 12. Logo, o quociente g =5eorestor = 6.
Definicdo 1.6 (Paridade de um Inteiro). Na divisdo de um inteiro qualquer a por b = 2
0S possiveis restos sdo r=0 e r=1. Se r=0, entdo o inteiro a=2-q e é
denominado par; e se r = 1, entdo o inteiro a = 2-q + 1 e € denominado impar.
Exemplo 1.13 Mostre que o quadrado de qualquer inteiro positivo é da forma 6 - k ou
6 - k + 1 para algum inteiro m.
Temos as seguintes condigdes:
Condigao 1: Quando m = 6 - q, paratodo q € Z.

m?=(6-9q)>=36-q*>=6-(6-g*) =6-kquando k =6 q>.
Condicdo 2: Quandom=6-q+1
m?=(6-q+1)*=36-¢q>°+12-q+1=6-q-(6:q+2)+1=6-k+1quando k =
q-(6-q+2).

1.3 MAXIMO DIVISOR COMUM
Definicdo 1.7 Sejam a e b dois inteiros ndo conjuntamente nulos (a # 0 ou b # 0).
Chama-se de Maximo Divisor Comum de a e b o inteiro positivo d (d > 0) que satisfaz
as condicoes:
l.dlaed|b;
I.Seclaecl|b,entdo c <d.
O Méaximo Divisor Comum de a e b indica-se pela notacdo mdc(a, b).
E imediato que o0 mdc(a, b) = mdc(b,a). Em particular:
a) O mdc(0,0) ndo existe;
b) Omdc(a,1)=1
c) Sea # 0, entdo o mdc(a,0) = |a|

d) Se a|b, entdo o mdc(a,b) = |a|
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Exemplo 1.14 Sejam os inteiros a = 28 e b = 36. Os divisores comuns positivos de
28 e 36 sdo 1, 2 e 4, e como o maior deles é 4, segue-se que 0 mdc(28,36) =4. E o
mdc(—28,36) = mdc(28,—36) = mdc(—28,—-36) = 4.
Exemplo 1.15 O mdc(98,1) = 1; mdc(—27,0) = |-27| = 27; mdc(—12,36) =
| — 12| = 12
Exemplo 1.16 Sejam os inteiros a = —64 e b = 72. Os divisores comuns positivos de
-64 e 72sdo 1, 2 ,4 e 8, e como maior deles é 8, segue-se que 0 mdc(—64,72) = 8.
Teorema 1.7 (Existéncia e Unicidade do MDC). Se a e b sao dois inteiros néo
conjuntamente nulos (a # 0 ou b # 0), entdo existe e é Unico o0 mdc(a, b); além disso,
existem inteiros x e y tais que mdc(a,b) =a-x+b-y, isto & 0 mdc(a,b) € uma
combinagéao linear de a e b.
Demonstracéo. Seja S o conjunto de todos os inteiros positivos da forma a-u + b - v,
comu,veZistoé, S={a-u+bv/au+b-v>0euve”z}
Este conjunto S ndo é vazio (S # 0), porque, por exemplo, se a # 0, entdo um dos
doisinteirosa=a-1+b-0e —a=a-(—1)+ b -0 é positivo e pertence a S.
Logo pelo "Principio da boa ordenacao”, existe e € Unico existe o elemento minimo
d de S: minS = d > 0. E, consoante a definicdo de S, existem inteiros x e y tais que
d=a-x+b-x.
Segue-se, pelo algoritimo da divisdo, que a=d-qg+r,com0<r <d,oquedar =
a—d-q=a—(a-x+b-y)'q=(1—-q-x)-a+(—q-y)-b, isto é, o resto r € uma
combinacgéo linear de a e b. Como 0 <r<d e d >0 & o elemento minimo de S,
sucede quer =0ea=4d-q, isto é, d|a.
Com raciocinio inteiramente analogo se conclui que também d | b. Logo, d € um
divisor comum positivo de a e b.
Finalmente, se ¢ € um divisor comum postivo qualquerde ae b (claec|b,c >0,
entdoc|(a-z+b-y)—=cld—-c<d,istoé,déumdivisor comum positivo de a e b,
ou seja:

mdc(a,b) =d=a-x+b-y,x,y€EZ
e o teorema fica demonstrado.
Exemplo 1.17 Sejam os inteiros a = 198 e b = 88. Temos que 0 mdc(198,88) = 22 =
198 (1) + 88 (=2).
Exemplo 1.18 Sejam os inteiros a = 8 e b = 34. Temos que 0 mdc(8,34) =2 =8
(—4) +34-(1).
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Teorema 1.8 Se a e b sao dois inteiros ndo conjuntamente nulos ( a # 0 ou b # 0),

entdo o conjunto de todos os multiplos do mdc(a,b) =d é
T={a-x+b-y/xy€Z}

Demonstracdo. Como d | a e d | b, segue-se que d | (a*x + b-y), quaisquer que

sejam 0s inteiros x e y, e por conseguinte todo elemento do conjunto T € um multiplo

de d.

Por outro lado, existem inteiros x, e y, tais que d = a - xy, + b - y, de modo que todo

multiplo K -dded édaformaK-d=K-(a-xo+b-yy) =a- (K- xy)+b-(K"yp).

isto €, K -d € uma combinacéo linear de a e b e, portanto, K -d é o elemento do

conjunto T.

Definic&o 1.8 (Inteiros primos entre si) Sejam a e b dois inteiros ndo conjuntamente

nulos (a # 0 ou b # 0). Diz-se que a e b S0 primos entre si se, e somente se, 0

mdc(a,b) = 1.

Teorema 1.9 Dois inteiros a e b, ndo conjuntamente nulos (a # 0 ou b # 0), séo

primos entre si se, e somente se, existem inteiros x e ytaisquea-x+b-y = 1.

Demonstracéo.

(=) Se a e b sédo primos entre si, entdo 0 mdc(a,b) = 1 e por conseguinte existem

inteiros x e ytaisquea-x+b-y =1.

(<) Reciprocamente, se existem inteiros x e y tais que a-x+b-y=1 e se o

mdc(a,b) = d, entdo d|a e d|b. Logo d|(a-x + b-y) e d|1, o que implica d =1 ou

mdc(a,b) =1, isto é, a e b sdo primos entre si.

Corolério 1.2 Seomdc = (a,b) = d, entdo o mdc (a | d, b | d) sdo inteiros, porque d

€ um divisor comum de a e b.

Demonstracdo. Preliminarmente, observe-se que a | d e b | d sdo inteiros, porque d é

um divisor comum de a e b.

Posto isto, se 0 mdc(a, b) = d, entdo existem inteiros x e ytaisque a-x+ b -y =d,

ou seja, dividindo ambos os membros desta igualdade por d:
(ald)-x+MBld)-y=1

Logo, pelo teorema anterior, os inteiros a|ld e b | d sdo primos entre si, isto &, o

mdc(ald, bld)=1.

Exemplo 1.19 O mdc(16,84) = 4 € mdc(7, %) = mdc(4,21) = 1

Corolario 1.3 Sea | b e se mdc(b,c) = 1, entdo o mdc(a,c) = 1.
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Demonstracdo. Com efeito: albp - b =a-q,comq € Z e omdc(b,c)=1->b-x+c-
y=1,comx,y € Z. Portanto,a- (g x) +c-y =1->mdc(a,c) =1
Corolario 1.4Sealc,seb | ceseomdc(ab) =1, entdo a-b|c.
Demonstracéo.
Com efeito, alc > c=a-q,,comq; EZeb|lc>c=a"q,,comq, € Zomdc(a,b) =1
—-a'x+b-y=1,comx,y€Z »a-c-x+b-c-y=c
Portanto:c=a-(b-qy)-x+b-(a-q1)-y=a-b-(q,"x+q,-y) = a-b|c
Observe-se que somente as condi¢des a|c e b|c ndo implicam a - b|c.
Exemplo 1.20 7 | 56 e 14 | 56, mas 7 - 14 t 56 pois 0 mdc(7,14) = 7 # 1.
Corolério 1.5 Se mdc(a,b) = 1 = mdc(a,c), entdo o mdc(a,b-c) = 1.
Demonstracdo. Com efeito, mdc(a,b) =1 - a-x+b-y=1, com x,y€EZ e 0
mdc(a,c)=1 - a-z+c-t=1, com z t€ Z. Portanto: 1=a-x+b-y-(a-z+c-
t)y=a(x+b-y-z2)+b-c-(y-t). Oque implicamdc(a,b-c)=1
Coroléario 1.6 Se o mdc (a,b-c) = 1, entdo o mdc (a,b) = 1 = mdc (a, ¢).
Demonstracdo. Com efeito, mdc(a,b-c)=1—-a-x+(b-c)-y=1, com x,y € Z.
Portanto, a-x+b-(c-y)=1-mdc(a,b)=1e a-x+c-(b-y)=1-mdc(a,c) =
1. Note-se que esta proposigao € a reciproca da anterior.
Teorema 1.10 (De Euclides) Se a|b - c e se o mdc(a, b) = 1 entéo ac.
Demonstracdo. Com efeito: alb:c > b-c=a-q,comq € Z e o mdc(a,b) =1- a-
x+b-y=1,comx,y€Z-a-c-x+b-cry=c
Portanto, c=a-c-x+a-q-y=a(c-x+q-y)— alc. Note-se que somente a
condicéo a|b - ¢ ndo implica que ajc.
Exemplo 1.21 26 | 13- 6, mas 26 + 13 e 26 + 6 e 0 mdc(26,6) # 1 e mdc(26,13) # 13.
Teorema 1.11 (Caracterizacdo do MDC de dois inteiros). Sejam a e b dois inteiros
ndo conjuntamente nulos (a # 0 ou b # 0). Um inteiro positivo d (d > 0) € o mdc(a, b)
se, e somente se, satisfaz as seguintes condi¢des:

l.d|a ed|b

Il. Se c|a e se c|b, entdo c|d
Demonstracéo.
(=) Suponha-se que o mdc(a,b) =d. Entédo, d|a e d|b, isto é, a condi¢do (I) é
satisfeita. Por outra parte, existem inteiros x e y taisque a-x + b -y = d e, portanto,

seclaesec|b,entdoc|(a-x+b-y)ec|d,isto €&, acondigdo (II) também é satisfeita.
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(<) Reciprocamente, seja d um inteiro postivo qualquer que satisfaz (1) e (Il). Entéo,
pela condic¢ao (I1), todo divisor comum ¢ de a e b também é divisor comum de d, isto
é, c|d, e isto implica ¢ < d. Logo, d € o divisor 0 mdc(a, b).
Defini¢éo 1.9 (MDC de varios inteiros) O conceito de Maximo Divisor Comum, definido
para dois inteiros a e b, estende-se de maneira natural a mais de dois inteiros. No
caso de trés inteiros a, b e ¢, ndo todos nulos, o mdc(a, b, ¢) é o inteiro positivo d (d >
0) que satisfaz as condic¢des:
I.d|a, d|b e d|c;
Il. Se gla, se g|b ese g|c,entdo g < d
Exemplo 1.22 O mdc(45,26,77) = 1 e mdc(26,254,18) = 2
Teorema 1.12 O mdc(a, b,c) = mdc(mdc(a,b),c).
Demonstracdo. Com efeito, sejamdc(a, b,c) = d e mdc(a,b) = e. Entdo, d|a, d|b, d|c,
e como existem inteiros x e ytaisque a-x+ b -y = g, segue-se que d|(a-x+ b - y)
oud|g, isto €, d € um divisorcomumde ge c (d|ge d | ¢).
Por outro lado, se f e um divisor comum qualquer de g e ¢ (f|g e f|c), entéo f|g, f|b
e flc, o que implica f < d. Assim sendo, 0 mdc(mdc(a,b),c) = mdc(a,b,c).
Exemplo 1.23 Determinar o mdc(570,810,495).
Pelo teorema anterior, temos que o mdc (240,564,348) = mdc (mdc(240,564),348).
E como 0 mdc(240, 564) = 12, segue-se que 0 mdc(240,564,348) = mdc(12,348) =
12.
1.4 ALGORITMO DE EUCLIDES
Lemal.lSea=b-q+r,entdo o mdc(a,b) = mdc(b,7).
Demonstracéo. Se o mdc(a,b) = d, entdo d|a e d|a, o que implicad | (a —b - q), isto
é,d éumdivisorcomumdeber (dlbed]|r).
Por outro lado, se ¢ € um divisor comum qualquerde ber (clbec|r),entdoc | (b-
q + ), isto é, ¢ é um divisor comum de a e b, 0 que implica ¢ < d. Assim sendo, 0
mdc(b,7) =d.
Definicdo 1.20 (Algoritmo de Euclides). Sejam a e b dois inteiros ndo conjuntamente
nulos (a # 0 ou b # 0) cujo maximo divisor comum se deseja determinar. E imediato:
[.Se a # 0, entdo 0 mdc(a,0) = |q|
[I.Se a # 0, entdo 0 mdc(a,a) = |a|
[1.Se b | a, entdo o mdc(a,b) = |b|
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Além disso, por ser mdc(a, b) = md(|a|, |b|), a determinagdo do mdc(a, b) reduz - se
ao caso em que a e b séo inteiros positivos distintos, por exemplos, com a > b, tais
que b nédo divide a, isto é: a > b > 0 e b t a. Nestas condicdes, a aplicagéo repetida
do algoritmo da divisédo dé-nos as igualdades:
a=b-q+1r,0<ny<b
b=r-qg,+1r,0<rn<n
=713 +713,0<13<1,

T‘2=7‘3'q4+7'4,0<7'4<1”3

Com os restos ry,1,,13,74,... SA0 todos inteiros positivos tais que b > 1 > 1, > 13 >
r, >... € existem apenas b — 1 inteiros positivos menores que b, necessariamente se
chega a uma divisao cujo resto r,,,; = 0, isto &, finalmente, teremos 1,,_, = 1,_1qn +
T 0 <7 <Theq Thet = Talne1 + Tt Tagr = 0.
O ultimo resto r,, # 0 que aparece nesta sequéncia da divisdo € o maximo divisor
comum procurado de a e b, isto €, 0 mdc(a, b) = 1y, Visto que, pelo lema anterior,
temos:
mdc(a,b) = mdc(b, 1) = mdc(ry,13) =...=mdc(a,b) = mdc(ry—2,Th-1)
=mdc(rp-1,1) =
Este processo pratico para o célculo do méaximo divisor comum de dois inteiros
positivos a e b € denominado Algoritimo de Euclides.
Exemplo 1.24 Achar o mdc(864,598) pelo Algoritimo de Euclides e sua expresséo
como combinacéo linear de 963 e 657.
Tem-se, sucessivamente:
864 = 5981 + 266
598 = 266 - 2 + 66
266 =664+ 2
66=2-33+0
Portanto, mdc(864,598) = 2 e sua expressdao como combinacao linear de 864 e 598
se obtém eliminando os restos 266, 66 e 2 entre as trés primeiras igualdades
anteriores do seguinte modo:
2=266—4-66=266—4-(598—266"2) =
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9-266 —4-598
Isto é, 2 = mdc(864,598) = x-266 —y-598, noqual x =9 ey = —4.
Teorema 1.13 Se k > 0, entdo o mdc(k - a,k - b) = k-mdc(a, b).
Demonstracdo. Multiplicando ambos os membros de cada uma das n + 1 igualdades
gue déo o mdc(a, b) = r, pelo Algoritimo de Euclides por k, obtemos:
ak=(b-k)-q+r-k, 0<r-k<b-k
b-k=(1"k)-qu+1r-k, 0<nr-k<r-k
nk=0y-k)-qgs+r3-k, 0<ry-k<nr-k

Tnook =(pqk) - q—m+mnr-k, 0<nr-k<r,_, -k
Tno1 k= (k) qne1 +0,

Obviamente, estas n + 1 igualdades € o Algoritimo de Euclides aplicado aos inteiros
a-k e b-k, e por conseguinte o mdc(a-k,b-k) é ultimo resto r, -k # 0, isto €,
mdc(a-k,b-k) =1,k =k -mdc(a,b).

Exemplo 1.25 O mdc(16,36) = mdc(2-8,2-18) =2-mdc(8,18) =6-2 =12
Corolario 1.7 Paratodo k # 0, 0o mdc(k - a,k - b) = |k| - mdc(a, b).

Demonstracdo. Se k > 0, nada ha que demonstrar, e se k <0, entdo —k = |k| > 0 e,
pelo Teorema anterior, temos que o0 mdc(a-k,b k) = mdc(—a-k,—b k) = mdc(a-
|k|,b - |k|) = |k| - mdc(a,b).

1.5 MINIMO MULTIPLO COMUM
Definicdo 1.21 (Mdltiplos Comuns de dois Inteiros). O conjunto de todos os multiplos
de um inteiro qualquer a # 0 indica-se por M(a), isto é, M(a) ={x € Z/ a|x} ={a"-
q/ q €Z}
Exemplo 1.26 M(7) ={7-q/ q € Z}=0,7,14,21,28,...
E imediato que, para todo inteiro a # 0, se tem M(a) = M(—a).
Definicdo 1.22 Sejam a e b dois inteiros diferentes de zero (a # 0 e b # 0). Chama-

se Multiplo Comum de a e b todo inteiro x talque a | x e b | x.



21

Em outros termos, multiplo comum de a e b € todo inteiro que pertence
simultaneamente aos conjuntos M(a) e M(b). O conjunto de todos os multiplos
comuns de a e de b indica-se por M(a, b). Portanto, simbolicamente:
M(a,b) ={x € Z/ a|x e b|x}

ou seja, M(a,b) ={x € Z/ x € M(a) e x € M(b)}. A intersecao (N) € uma operagao
comutativa, de modo que M(a, b) ndo depende da ordem dos inteiros dados a e b, isto
é: M(a,b) = M(b,a). Obviamente, 0 € um multiplo comum de a e b: 0 € M(a, b). E 0s
produtos a - b € —(a * b) também sdo mdultiplos comuns de a e b.
Exemplo 1.27 Sejam os inteiros a = 19 e b = —26. Temos:
M(19) ={19-q/ q € Z =0,19,38,57,76,95,114,...}
M(=26) ={-26-q/ q € Z =0,26,52,78,104,130,...}
portanto, M(19,—26) = M(19) N M(—26) = 0,494,...
Definicao 1.23 (Minimo Multiplo Comum de dois Inteiros). Sejam a e b dois inteiros
diferentes de zero (a # 0 e b # 0). Chama-se minimo mdultiplo comum de a e b 0
inteiro positivo m (m > 0) que satisfaz as condi¢des:

Lalmeb|m

ILSealceseb|c,comc>0,entdiom < c.
Observe que, pela condigéo (1), m € um multiplo comum de a e b, e pela condicao (ll),
m é 0 menor dentre todos os multiplos comuns positivos de a e b.
O minimo multiplo comum de a e b indica-se pela notacdo mmc(a, b).
Pelo "Principio da boa ordenac¢éo"”, o conjunto dos multiplos comuns positivos de a e
b possui 0 elemento minimo e, portanto, 0 mmc(a, b) existe sempre e & unico. Além
disso, por ser o produto a - b um multiplo comum de a e b, segue-se que 0 mmc(a,b) <
|a- b|.
Em particular, se a|b, entdo o mmc(a, b) = |b]|.
Exemplo 1.28 Sejam os inteiros a = 14 e b = 21. Os multiplos comuns de 14 e 21 séao

42, 84, 126,... e como o0 menor deles é 42, segue-se que 0 mmc(14,21) = 42.

Teorema 1.14 (Relac&o entre MDC e o MMC). Para todo par de inteiros positivos a e
b subsiste a relagéo:

mdc(a,b) -mmc(a,b) =a-b
Demonstracéo. Sejamdc(a,b) = d e mmc(a,b) =m.Comoa | a-(b/d)eb|b-(a/d)

segue-se que a - b/d € um multiplo comum de a e b. Portanto, existe um inteiro positivo
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ktalquea-b/d =m-k, k € N,oqueimplicaa/d = (m/b)-keb/d= (m/a) -k, isto

€, k é um divisor comum dos inteiros a/d e b/d. Mas a/d e b/d s&o primos entre Si

(Corolario 1.2), de modo que k = 1. Assim sendo, temos que
a-b/d=moua-b=d-m,

istoé a-b = mdc(a,b) - mmc(a,b). Estaimportante relacao permite determinar o mmc

de dois inteiros quando se conhece 0 seu mdc, e vice-versa.

Exemplo 1.29 Determinar o mmc(837,921).

Pelo Algoritimo de Euclides, temos mdc(837,921) = 3. Portanto, mmc(837,921) =
837-921

= 256959.

Coroléario 1.8 Para todo par de inteiros positivos a e b, o mmc(a,b) =a-b se, e
somente se, 0 mdc(a,b) =1
Demonstracéo.
(=) Seomdc(a,b) =1,entdo: a-b =1-mmc(a,b) = mmc(a,b)
(=) Reciprocamente, se o mmc(a,b) =a-b, entdo, mdc(a,b)-a-b=a-b -
mdc(a,b) =1
Definicdo 1.24 (MMC de varios inteiros). O conceito de minimo multiplo comum,
definido para dois inteiros a e b, estende-se de maneira natural a mais de dois inteiros.
No caso de trés inteiros a, b e c, diferentes de zero, o mmc(a, b, c) € o0 inteiro positivo
m (m > 0) que satisfaz as condicdes:

Lalm,bmec|m

ILSealg,seblgesec|lg,comg>0,entdom < g.
Exemplo 1.30 O mmc(29,48,97) = 135024.

1.6 NUMEROS PRIMOS

Definicdo 1.25 (Numeros Primos e Compostos) Diz-se que um inteiro p > 1 é um
namero primo ou apenas um primo se, € somente se, 1 e p sdo 0sS seus UNIcos
divisores positivos. Um inteiro positivo maior que 1 e que nao € primo diz-se composto.
O inteiro positivo 1 ndo € nem primo nem composto, e por conseguinte se a € um o
inteiro positivo qualquer, entdo a é primo, ou a é composto ou a = 1.

Exemplo 1.31 Os numeros 7,13,17, 19 e 23 sdo numeros primos e 6, 18, 22, 24 séao
nameros compostos. Enquanto 2 é o Unico inteiro positivo par e primo.

Teorema 1.15 Se um primo p néo divide um inteiro a, entdo a e p Sao primos entre si.



23

Demonstracéo. Seja d o mdc de ae p. Entdo d | a e d | p. Da relacéo d | p, resulta
que d =1 ou d = p, por que p é primo, e como a segunda igualdade é impossivel,
porque p ndo divide a, segue-se que d = 1, isto é, o mdc(a,p) = 1. Logo, a e p sédo
primos entre si.

Corolario 1.9 Sep éumprimotalque pla-b,entdop laoup | b.

Demonstracdo. Se p | a, nada ha que demonstrar, e se, ao invés, p nado divide a,
entdo, pelo teorema anterior, 0 mdc(p,a) = 1. Logo, pelo Teorema 1.10 (Euclides),
plb.

Corolério 1.10 Se p é um primo tal que p | a4, a,, ..., a,, entdo existe um indice k, com
1<k<n,talquep | a.

Demonstracdo. Usando o "Segundo Principio da Inducédo Finita", a proposicdo é
verdadeira p | n = 1 (imediato) e para n = 2 (pelo Corolério 1.9). Suponha-se, posi,
n > 2 e que, se p divide um produto com menos de n fatores, entdo p divide pelo
menos um dos fatores (hipétese de inducao).

Pelo corolario 1.9, se play,ay,...,a,, entdo pla, plas,a,,...,a,. Se pla,, a
proposicao esta demonstrada, e se, ao inés, p | a;,a,,...,a,_1, entdo a hipétese de
inducdo assegura que p|ay, com 1 < k <n — 1, em qualquer dos dois casos, p divide
um dos inteiros a4, a,, ..., a,.

Corolario 1.11 Se os inteiros p,q4,4qz,.--,q, S0 todos primos e se p | q1,92,--+,qn,
entdo existe um indice k, com 1 < k < n, tal que p = a.

Demonstracdo. Com efeito, pelo Corolario 1.10, existe um indice k, com 1 < k < n, tal
gue p | q,, € como os unicos divisores positivos de g, sé@o 1 e g, porque g, € primo,
segue-se que p = 1 ou p = q;. Mas, p > 1, porque p é primo. Logo, p = q.
Teorema 1.16 Todo inteiro composto possui um divisor primo.

Demonstracdo. Seja a um inteiro composto. Consideremos o conjunto A de todos
divisores positivos de a exceto os divisores triviais 1 e a,isto é,A={xla/ a<x <
a}. Pelo "Principio da boa ordenacdo" existe o elemento minimo p de A, que vamos
mostrar ser primo. Com efeito, se p fosse composto admitiria pelo menos um divisor
d tal que 1 <d <p, e entdo d|p e d|a, 0 que implica d | a, isto é, p ndo seria o

eelemento minimo de A. Logo p é primo.
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1.7 REPRESENTACAO DOS INTEIROS EM OUTRAS BASES

Teorema 1.17 Dado um inteiro qualquer b > 2, todo inteiro positivo, todo inteiro
positivo n admite uma Unica representacéo da forma
=y D™+ apm_q b™ 1+ -+a, b?>+a; b +ay-b°
Em que os q; séo tais que 0 < q; < b, iI=0,1,2,...,m.
Demonstracdo. Pelo algoritmo da divisdo aos inteiros n e b, tem-se que n =b-q; +
a, sendo 0 < a, < b. Aplicando, agora, o algoritimo da divisdo ao quociente g, € ao
inteiro b, tem-seq;, =b-q, +q1, 0<a; <b (1).
Analogamente, continuando a aplicar o algoritimo da divisdo aos quocientes obtidos
g, € ao inteiro b, tem-se
q2=b-q3+q,,0<a,<b (2)
g3 =b-qs+q3,0<az <D 3)
, assim por diante.
Comon >gq; >q, > q3 > - e cada q; = 0 esta sequéncia dos quocientes g; € finita,
isto é, existe um indice m tal que
Qm-1=b qm +qm-1,0<apyu_1 <b (m-1)
Qqmn=b-0+a,=a,,0<a,, <b (m)

Multiplicando por b ambos os membros de (1), por b? ambos os mebros de (1), por
b3 ambos os membros de (3)..., por k™1 ambos os membros de (m — 1), obtemos o
conjunto de igualdades:

n=>b-q, +ay, 0<ay<bh

b-q,=b?q,+a;"b, 0<a, <b

bz'q2=b3'q3+a2'b2, 0Sa2<b
b3-q3 = b*-q + az - b3, 0<az;<bh
b g 1 =b™ G+ Ay - b™ L, 0<a,,<b

Somando ordenadamente todas essas m igualdades, tera-se
n+(b-q.+b%*q+-+b™1 by, )
= (b'ql‘l‘bz'q2+"‘+bm_1'bm_1)+
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ag+a, bt +a, b +--+b™ b, +ay, b™
Ou, finalmente:
n=ay b™+ ap_1 b™ 1+ +a, b*>+a, b +ay-b°
Assim, dado inteiro qualquer b > 2, todo inteiro positivo n pode ser representado por
um polindémio inteiro em b do grau m (porque a,, # 0), ordenado segundo as poténcias
descrecentes de b e cujo os coeficiente a; sdo inteiros que satisfazem as seguintes
condicoes:
0 <a;<b (i=0,1,23,..,m), sendo a,, # 0
Este polinbmio representa-se, de modo abreviado, pela notacdo n = (a,, " a1 * -
a,-a;-a,) em que os coeficientes a; séo indicados ordem respectiva, figurando o
inteiro b como indice. A unicidade dessa representacdo € uma consequéncia imediata
do Teorema 1.6.
O inteiro b chama-se base e é costume dizer que n esta escrito no sistema de base b.
Exemplo 1.32 105=1-264+1-254+0-2*+1-2340-224+0-2'+1-2° ou sob
forma abreviada 105 = (1101001),.
Por outro lado, tem-se (1101001), =1-2540-2*+0-23+1-224+1-21+1-20=
39.
Exemplo 1.33 Escrever 34789 no sistema de base 7. Sucessivamente, pelo algoritmo
da diviséo, tem-se
34789 =4969-7+6
4969 =709-7+6
709 =101-7+2

101 =14-7+3

14=2-7+0

2=0-7+2.
Logo, 34789 =2+7>+0-7*+3-73+2-72+6-7' + 6-7° = (203266),.
Exemplo 1.34 103057 =1-10°+0-10*+3-103+0-10>+5-10'+7-10° =
(103057)4,
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CAPITULO 2

CONGRUENCIAS

A maioria das propriedades da Congruéncia Modular apresentadas neste
capitulo foi introduzida no século XIX por Carl Friedrich Gauss (1777- 1855) em seu
livro Disquisitiones Arithmeticae?, um dos livros mais importantes da histéria sobre a
Teoria dos Numeros escrita de forma metddica e logica. A publicacdo dessa obra
contribuiu para manipulagdo e o rapido desenvolvimento das relagbes de
Divisibilidade com a utilizag&o da notagéo (mod) criada por Gauss.

Gauss percebeu que dois inteiros a e b sdo congruentes médulo m, se m € um
inteiro positivo que divide a — b, dessa forma, ele escreveu a = b (mod m) em que =
€ o simbolo de equivaléncia. E nos anos seguintes, no Brasil, alguns autores se
destacam com seus livros sobre o referente tema, dentre eles o Edgard de Alencar
Filho em Teoria Elementar dos Numeros no qual aborda a Congruéncia de maneira
coerente e organizada em uma sistematizacao légica de conceitos.

A seguir serdo apresentados os resultados das Congruéncias considerados

importantes para o desenvolvimento deste Trabalho®.

Definicdo 2.1 (Congruéncia) Sejam a e b dois inteiros quaisquer e seja m um inteiro
positivo fixo. Diz-se que a € congruente a b modulo m se, e somente se, m divide a —
b.

Em outros termos, a é congruente a b modulo m se, e somente se, existe um inteiro
ktalquea—b =k -m.

Com a notacdo a = b (mod m) indica-se que a € congruente a b médulo m. Portanto,
simbolicamente: a = b (mod m) & m|(a —b),ouseja,a =b (modm) < 3Ik€Z/ a—
b = k-m. E se m ndo divide a diferenca a — b, entdo diz-se que a € incongruente a b
modulo m, o que se indica pela notacdo: a = b (mod m).

Exemplo 2.1

10 = 24 (mod 2), porque 2|(10 — 24)

34 = 10 (mod 6), porque 6|(34 — 10)

4 Livro-texto sobre teoria dos nimeros escrito em latim por Carl Friedrich Gauss e publicado primeira
vez em 1801 (ROSEN, 2011).

> As definicBes, corolarios e os teoremas sobre Congruéncia Modular destacadas neste capitulo se
baseiam em (FILHO, 1981) e o Exemplo 2.2 foi retirado do livro Modern Algebra: An Introduction de
(DURBIN, 2008).
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—56 = —24 (mod 8), porque 8|[—56 — (—24)]
24 £ 5 (mod 3), porque 3 t (24 —5)
—38 # 12 (mod 5), porque 5 + (—38 — 12)

Exemplo 2.2 Qual valor de n que satisfaz 25 = 4 (mod n)?
n|(25—-4)=n|21 e um ndmero que é divisivel por 21 é 7 ou 3. Logo, n =
7 ou 3, umavez que n > 0.
Exemplo 2.3 Mostrar n? = 0 (mod 6) oun? = 1(mod 6),Vn € Z
Com efeito
Lnparrn=6-k->n?=36-k?- 6|n? =6/n?—0-n? =0 (mod 6).
Inimpar: n=6-k+1-n2=6-(6-k*+2-k)+1->n?-1=6-(6-k*+2-
k) - 6|(n>—1) »>n? =1 (mod 6).

Teorema 2.1 (Caracterizacdo de Inteiros Congruentes). Dois inteiros a e b séo
congruentes moédulo m se, e somente se, a e b deixam 0o mesmo resto quando
divididos por m.
Demonstracéo.
(=) Suponha-se que a = b (mod m). Entdo, por definicdo a —b =k.m, com k € Z.
Seja r o resto da divisdo de b por m; entdo, pelo algoritmo da divisdo b = m.q +r, 0
qual 0 #r < m.
Portanto, a=k.m+b=km+m.q+r=(k+qm+r e isso significa que r é o
resto da divisdo de a por m, isto é, os inteiros a e b divididos por m deixam o mesmo
resto r.
(<) Reciprocamente, suponhamos que a e b divididos por m deixam o0 mesmo resto
r. Entdo, podemos escrever

a=m.q,+reb=m.qg,oquald#r<m

e, portanto, a — b = (q; — qz) *m = m|(a — b) = a = b (mod m).

Exemplo 2.4 Sejam os inteiros 10 e 24, pelo algoritmo da diviséo, 10 =2-(5)+0 e
24 =2-(12) + 0, isto é, 10 e 24 divididos por 2 deixam o mesmo resto 0. Logo, pelo
teorema anterior: 10 = 24 (mod 2).

Agora, dois inteiros que deixam o mesmo resto quando divididos por 6 sdo 34 e 10.

Tem-se a congruéncia:
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34 = 10 (mod 6)
de modo que, pelo teorema anterior, 34 e 10 divididos por 6 deixam 0 mesmo resto 4:
34=6-(5)+4e10=6-(0) + 4.

Teorema 2.2 (Propriedades das Congruéncias) Seja m um inteiro positivo fixo (m >
0) e sejam a, b e c inteiros quaisquer. Subsistem as seguintes propriedades:
La =a(modm)
II. Se a = b (mod m), entdo b = a (mod m)
III. Se a = b (mod m) e se b = ¢ (mod m), entdo a = ¢ (mod m).
Demonstracéo.
I. Com efeito: m |0 oum | (a—a) = a=a(modm)
[I. Com efeito, se a = b (mod m), entdo a—b = k-m, com k € Z. Portanto, b —
a=—(k-m) =(—=k) m - b =a(modm)
[ll. Com efeito, se a = b (mod m) e se b = ¢ (mod m), entdo existem inteiros h e
ktasquea—b=h-meb—-c=k-m. Portanto:a—c=(a—b)+(b—c)=h-

m + k-m = (h 4+ k) - m e isto significa que a = c (mod m).

E, consoante este teorema, a relagdo R no conjunto Z dos inteiros definida por aRb <
a=b (mod m) é reflexiva, simétrica e transitiva, ou seja, R € uma relacdo de
equivaléncia em Z. Esta relac@o de equivaléncia R em Z é denominada "congruéncia
maodulo m".
Teorema 2.3 Seja m um inteiro positivo fixo (m > 0) e sejam a e b dois inteiros
quaisquer. Subsistem as seguintes propriedades:
I. Se a = b (mod m) e se n|m,comn > 0, entdo a = b (mod n).
II.Sea=b(modm)esec>0,entdoa-c=b-c(modm-c)

lll. Se a = b (mod m) e se a, b e m sdo todos divisiveis pelo inteiro d > 0, entao
a__b m
Demonstracéo.
I. Com efeito: a=b (modm) »a—b=k-menm-m=n-qoqualkeq>
0 séo inteiros. Portanto: a — b = (k- q) -n - a = b (mod n).
[I. Com efeito: a=b(modm) »a—b=k-m—-a-c—b-c=k-(m-c)->a-

c=b-c(modm-c).
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[ll. Com efeito: aEb(modm)—>a—b=k-m—>%—2=k-(%)—>

QU
IS S

g (mod %).
Exemplo 2.5
—56 = —24 (mod 8) , ou seja, —56 e —24 deixam o mesmo resto quando divididos por
8, assim como —56 = —24 (mod 4).
34 = 10 (mod 6) e ao multiplicar k = 5 em ambos os lados da Congruéncia — 68 =
20 (mod 12).
16 = —32 (mod 16) e ao dividir ¢ = 4 em ambos os lados da Congruéncia — 4 =
—8 (mod 4).

Teorema 2.4 Seja m um inteiro positivo fixo (m > 0) e sejam a, b, ce d inteiros
guaisquer. Subsistem as seguintes propriedades:
I.Sea=b(modm) esec=d (modm),entdoa+c=b+d(modm)ea-c=
b-d (mod m)
II.Sea=b(modm),entdoa+c=b+c(modm)ea-c=b-c(modm)
lll. Se a = b (mod m), entdo a"™ = b™(mod m) para todo inteiro positivo n.
Demonstracéo.
I. Com efeito, se a = b (mod m) e se ¢ =d (mod m), entdo existem inteiros h e
ktaisquea—b=h-mec—d=k-m.Portanto:
(a+c)—(b+d)=(@—=b)+(c—d)=h-m+k-m=(h+k)-m
e(ac)—(b-d)y=(b+h-m)+d+k-m)—b-d=(b-k+d-h+h-k-m)-m
0 que implica:

(a+c)=b+d(modm) ea:c=b-d(modm)

[I. Com efeito, se a = b (mod m), como ¢ = ¢ (mod m) , tem-se, pela propriedade
anteriorra+c=b+c(modm)ea-c=b-c(modm)

[ll. Usando o "Segundo principio da Inducdo Finita", a proposicao é verdadeira
k

para n =1, e suposta verdadeira para um inteiro positivo k, temos: a* =
b¥ (modm) e a = b (modm).

Portanto, pela propriedade (1), a®.a = b*.b (mod m) ou a*** = b**! (mod m), isto &, a

proposicao é verdadeira para o inteiro positivo k + 1. Logo, proposicao é verdadeira

para todo inteiro positivo m.
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Exemplo 2.6
[ 44 =17 (mod 9) e 27 = 9 (mod 5) implica: 44 + 27 = 17+ 9 (mod 9) ou 71 =
26 (mod 9) e 44-27 =17 -9 (mod 9) ou 1188 = 153 (mod 9).
II. 52 = 28 (mod 8) implica: 52 + 3 = 28 + 3 (mod 8) ou 55 = 31 (mod 8) e 52
(5) =28-(5) (mod 8) ou 126 = 140 (mod 8)
/II. 48 = 8 (mod 8) implica: (48)? = 82 (mod 8) ou 2304 = 64 (mod 8).

Teorema 2.5Sea-c=b-c(modm)eseomdc(c,m)=d,entdo a = b (mod %).

Demonstracdo. Com efeito, se a-c=b-c(mod m), entdo, a-c—b-c=(a—b)-c=
k-m, com k € Z. E se 0 mdc(c,m) = d, existem inteirosre staisque c=d-rem =
d-s, em quer e s sdo primos entre si.

Portanto: (a—b)-d-r=k-d-rou (a—b) r=k-s o que implica que s|(a—Db)-r, com
0 mdc(r,s) = 1. Logo, pelo Teorema 3.4 (De Euclides) s|(a—b) e a=b (mod s) ou,
por ser s = %, a=b (mod%).

Corolario 2.1 Sea - c = b c (mod m) e se mdc(c,m) = 1, entdo a = b (mod m). Esta
propriedade mostra que é permitido dividir os fatores de ambos de uma congruéncia
gue sao primos com maodulo por c.

Corolério 2.2 Se a.c = b.c (mod p) , com p primo, e se p ndo divide ¢ (p 1 ¢), entdo
a = b (mod p).

Demonstracdo. Com efeito, as condi¢des: p ndo divide c (p t ¢) e p é primo, implicam
que o mdc(c,p) = 1.

Exemplo 2.7 ®Considera-se a congruéncia 52 = 28 (mod 8) ou 4- 13 = 4 - 7 (mod 8).
Como o mdc(4,8) = 4, pelo Teorema 2.5, tem-se 13 = 7 (mod 2).

Definicdo 2.2 (Sistemas Completos de Restos) Chama-se sistemas sompletos de
restos modulo m todo conjunto S = {ry,1,,...,1,) de m inteiros tal que um inteiro
gualquer a € congruente médulo m a um Unico elemento de S.

Exemplo 2.8 Cada um dos conjuntos: {1, 2,3},{0,1,2},{—1,0,1},{1,5,9} é um sistema
completo de restos modulo 3.

Teorema 2.6 O conjunto S ={0,1,2,..,m — 1} é um sistema completo completo de
restos modulo m.

Demonstracdo. Seja a um inteiro qualquer e sejam g e r 0 quociente e o resto na

divisdo de a pelo inteiro positivo m, isto €, a =m-qg+remque 0 <r < m.

6 0s exemplos 2.7; 2.8; 2.9; 2.10 s3o de (FILHO, 1981).
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Entdo, pela definicdo de inteiros congruentes médulo m, tem-se a = r (mod m). E
como r sO pode assumir os valores 0,1,2,...,m — 1, segue-se que 0O inteiro a é
congruente modulo m a um uUnico elemento do conjunto S, e por conseguinte este
conjunto € um sistema completo de resto modulo m.
Exemplo 2.9 O conjunto S = {0, 1, 2, 3,4} é um sistema completo de restos médulo 5.
Coroléario 2.3Se S = {r;, 1y, ..., } € um sistema completo de restos modulo m, entao
os elementos de S sédo congruentes médulo m aos inteiros 0,1, 2,...,m — 1, tomados
em um certa ordem.
Demonstracdo. Com efeito, qualquer que seja o inteiro a, tem-se
a =1, (modm),comryeS
a =k (modm),com0<k<m-1
Logo, pela propriedade transitiva da “Congruéncia Médulo m”, tem-se r; = k (mod m).
Exemplo 2.10 O conjunto S = {—12,—4,11,13,22,82,91} € um sistema completo de
restos modulo 7, e tem-se
—12 =2 (mod 7),—4 =3 (mod 7),11 = 4 (mod 7)
13 =6 (mod 7),22 =1 (mod 7),82 =5 (mod 7)
91 = 0 (mod 7)

Isto €, os elementos de S sdo congruentes modulo 7 aos inteiros 2, 3,4 ,6, 1, 5, 0.
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CAPITULO 3
3.1 CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE

O estudo das Congruéncias proporcionou a demonstracao dos Critérios de
Divisibilidade do numero 2 ao 11. Esses Critérios sdo regras que servem para
identificar, de antemé&o, se um namero é divisivel por outro nimero inteiro, ou seja, se

a divisao é exata.

De acordo com McDowell (2018)” essas regras de divisibilidade datam a
500 a.C. e muitos matematicos, como Blaise Pascal e Joseph-Louis Lagrange,
contribuiram aperfeicoando-os no decorrer da historia. A seguir serdo apresentados
os Critérios de Divisibilidade® que foram analisados para demonstra-los utilizando

Congruéncias.
o Critério de Divisibilidade por 2

Um namero N é divisivel por 2 quando o ultimo algarismo desse numero for par"
o Critério de Divisibilidade por 3

Um numero N é divisivel por 3 se, e somente se, a soma de seus digitos é divisivel

por 3
o Critério de Divisibilidade por 4

Um numero N é divisivel por 4 quando seus dois ultimos algarismos sédo divisiveis por
4

o Critério de Divisibilidade por 5
Um namero N é divisivel por 5 se, e somente se, 0 seu ultimo algarismo é 0 ou 5
o Critério de Divisibilidade por 6

Um namero N é divisivel por 6 se, e somente, se é divisivel por 2 e 3

7 Eric L. McDowell (Berry College) em Divisibility Tests: A History and User's Guide
apresenta suas pesquisas sobre Critérios de Divisibilidade mais recentes.

8 Os Critérios de Divisibilidade por 3, 4, 7, 9 e 11 tem como base (SANTOS, 1998); os de 6, 8 e 10
estédo conforme (MACHADO; IEZZI; DOLCE, 2018) e 0 2 e 5 estédo de acordo com (DOMINGUES;
IEZZI, 2003).
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o Critério de Divisibilidade por 7

Para identificar se um nimero N é divisivel por 7 € necessario seguir o0 seguinte passo
a passo:

Passo 1: Separar o digito das unidades dos restantes do nimero N;

Passo 2: Subtrair o restante do nimero N pelo dobro do digito das unidades;

Passo 3: Se o resultado da subtrac&o for divisivel por 7 entdo o nimero N € divisivel
por 7, caso resultado ainda for um nimero grande retorne para o passo 1 até obter
um numero pequeno o suficiente para efetuar a divisao.

Salienta-se que este Critério de Divisibilidade é mais complexo do que o0s
demais em virtude de ndo haver uma regra geral para o numero 7, tal como considera
Rodrigues (2013). E um critério em desenvolvimento e assim sendo, um exemplo é o
caso do estudante nigeriano Chika Ofili por ganhar o prémio Trulittle Leadership Hero
de 2019 por ter elaborado o mais novo Critério de Divisibilidade por 7 que consiste em
multiplicar por 5 o ultimo algarismo do nimero N e somar o produto pelo restante N,
se o resultado for divisivel por 7 conclui-se que o numero original é divisivel por 7.

Logo, percebe-se que nao ha exatamente uma “regra” e sim varias
possibilidades de identificacdo se um namero inteiro é divisivel por 7.

o Critério de Divisibilidade por 8

O nuamero N é divisivel por 8 se, e somente se, 0s seus trés ultimos algarismos séao

divisiveis por 8
o Critério de Divisibilidade por 9

Um namero é divisivel por 9 se, e somente se, a soma de seus digitos é divisivel por
9

o Critério de Divisibilidade por 10
O numero N é divisivel por 10 quando seu ultimo algarismo termina em 0
o Critério de Divisibilidade por 11

Um numero € divisivel por 11 se a soma dos algarismos de ordem par menos a soma

dos algarismos de ordem impar € um numero divisivel por 11.
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3.2 DEMONSTRACAO DOS CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE
UTILIZANDO CONGRUENCIAS

3.2.1 Critério de Divisibilidade por 2

“Seja N = ay, - 10% + -+ a, - 102 + a, - 10* + a, 0 nGmero inteiro no sistema decimal
(base 10) tal que 0 < a;, < 10. Assim sendo, tem-se que N é divisivel por 2 (2 | N) se,
e somente se, a, € divisivel por 2 (2 | ay), ou seja, a, € par’.

Demonstracdo: E verdadeiro que 10 = 0 (mod 2).
Pela propriedade 3 do Teorema 2.4
101 = 0 (mod 2)

10% = 0 (mod 2).

10k =0 (mod2); k > 1

E segundo a propriedade 2 do Teorema 2.4, a multiplicacdo por a,, Vm =
1,23, ..,k.

a, 10! = 0 (mod 2)

a, -10% = 0 (mod 2).

a, - 10% = 0 (mod 2)

Soma-se as congruéncias, conforme a propriedade 1 do Teorema 2.4, segue
que a;-10+.-+a, 102+ a,-10! =0(mod2). O lado esquerdo da
Congruéncia esta formando o niumero N na base decimal e, para completa-lo,

adiciona-se o escalar a, - 10° conforme a propriedade 2 do Teorema 2.4
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a, 10+ .-+ a,-10% + a; - 10! + a, - 10° = a, - 10° (mod 2).

Portando, por Congruéncias, N e a, possuem o mesmo resto quando divididos

por 2. Como resultado, N é divisivel por 2 se, e somente se,

a, também for divisivel por 2. E isso sucede se a, € par.

Exemplo 3.2.1 53658 € divisivel por 2, pois o ultimo digito 8 é divisivel por 2.
3.2.2 Critério de Divisibilidade por 3

“Seja N = a;, - 10% + -+ a, - 102 + a, - 10* + a4 0 nGmero inteiro no sistema decimal
(base 10) tal que 0 < a; < 10 e seja S a soma dos algarismos N:
S=ap 1+...4a3;-1+a,-1+a,-1+ qa,

Assim sendo, tem-se que N é divisivel por 3 (3 | N) se, e somente se, S é divisivel por
3(318)"
Demonstracédo: Como 10 = 1 (mod 3), ao aplicar a propriedade 3 do Teorema 2.4 a
essa Congruéncia

10! = 1(mod 3)

10% = 1(mod 3)

103 = 1(mod 3)

10k =1(mod3) Vk > 1.
E multiplicando a,,Vm = 1,2,3,...,k, seguindo a propriedade 2 do Teorema 2.4
a,;-10' = a, - 1(mod 3)
a, 102 = a, - 1(mod 3)
as; - 103 = a; - 1(mod 3)

a, - 10* = a;, - 1(mod 3).
Ao somar essas Congruéncias, aplicando a propriedade 1 do Teorema 2.4, obtém-se
a Congruéncia

ap-10*+...+a3-103 +a, 102 +a;-10=a-1+...4az-1+a, -1+ a; -
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1(mod 3). Por fim, soma-se o escalar a, - 10° em ambos os lados da Congruéncia

para completar a representacdo do N na base decimal:

a,-10k+...+a;-103+a,-102+a,;-10'+ay-10°=qa;-1+...+az-1+a, -1+
a,; 1+ ag-10°(mod 3).

Portanto, por Congruéncias, N e ax+...+as; + a, + a; + a, possuem o mesmo resto
guando dividido por trés. Como resultado, N é divisivel por 3 se, e somente se, a soma
dos algarismos de N é divisivel por 3.

Exemplo 3.2.2 474831 é divisivel por3 pois4+ 7+ 4 +8+ 3+ 1 =27 e 27 édivisivel
por 3.

3.2.3 Critério de Divisibilidade por 4
“Seja N = ay, - 10% + -+ 4+ a, - 102 + a, - 10 + a4 0 nGmero inteiro no sistema decimal
(base 10) tal que 0 < a;, < 10 e seja S a soma dos dois ultimos algarismos de N:
S=a, 10' + q,
Assim sendo, N é divisivel por 4 (4 | N) se, e somente se, S é divisivel por 4 (4| S)".
Demonstracdo: E verdadeiro que 10 = 2 (mod 4), da mesma maneira que 10? =
0 (mod 4) também o é. Portanto, tem-se:
102 = 0(mod 4)
103 = 0(mod 4)

10 =0(mod 4)Vk > 2
Posteriormente é multiplicado em cada Congruéncia o termo a,, Vm = 2,3, 4,5, ...,k
e somado as Congruéncias de acordo com a propriedade 2 e 1 do Teorema 2.4,
respectivamente. E adiciona-se também ao resultado os termos a, - 10° e a, - 10%,
pela propriedade 1 do Teorema citado anteriormente, que sucede em
ap-10% +aj_,-101 +...+a;-10% + a,-10% +a, - 10! + a,-10°
=a, 10! + ay - 10° (mod 7)
Deste modo, por Congruéncia, N e a; - 101 + a, possuem o mesmo resto quando
divididos por 4. Em consequéncia, N é divisivel por 4 se, e somente se, 0 a, - 101 + a,

também for divisivel.
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Exemplo 3.2.3 562824 ¢é divisivel por 4 pois os dois ultimos algarismos séo divisiveis
por 4 (4]24).

3.2.4 Critério de Divisibilidade por 5
“Seja N = ay, - 10% + -+ a, - 102 + a, - 10* + a, 0 nGmero inteiro no sistema decimal
(base 10) tal que 0 < a; < 10. Assim sendo, N é divisivel por 5 (5 | N) se, e somente
se,a,=00uay,=5"

Demonstracédo: Como 10 = 0 (mod 5), aplica-se a propriedade 3 do Teorema 2.4:

10 = 0 (mod)>5)
102 = 0% (mod 5)
103 = 0% (mod 5)

10 = 02 (mod5)Vk >1
E multiplica-se a,, Vm = 1,2,3,..., k conforme a propriedade 2 do Teorema 2.4
a; 10 = 0 (mod>5)
a, 102 =0 (mod 5)
as - 103 =0 (mod 5)

a, - 10 = 0 (mod 5)

Pela propriedade 1 do Teorema 2.4, a soma das Congruéncias sera
a,-10*+...+ a3 103 + a;-10%> + a, -10 = 0 (mod 5)

Por Ultimo, ao somar o escalar aq-10° na Congruéncia ficara igual a
a,-10%+...+ az- 103 + a, - 102 + a; - 10 + ao-10° = a, - 10° (mod 5). Nota-se
gue o termo esquerdo é semelhante ao numero N na poténcia de base 10, logo,
conclui-se que N e a, possuem o mesmo resto quando divididos por 5. A vista disso,
N é divisivel por 5 se, e somente se, a, = 0 ou a, = 5.
Exemplo 3.2.4 29370 é divisivel por 5 pois o numero termina em 0. Assim como

837835 também é divisivel por 5 pois o ultimo algarismo termina em 5.
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3.2.5 Critério de Divisibilidade por 6
“Seja N = a;, - 10 + --- + a, - 10% + a, - 10 + a, 0 nUmero inteiro no sistema decimal
(base 10) tal que 0 < a; < 10. Assim sendo, N é divisivel por 6 (6 | N) se, e somente
se, N for divisivel por 2 (2| N) e 3 (3| N)".
Demonstracédo: De acordo com o Corolario 1.4se2 | Ne 3| N eseomdc (2,3) =1,
entdo 2-3 = 6 | N. Portanto, para um namero ser divisivel por 6 é necessario que ele
seja divisivel por 2 e 3.

Exemplo 3.2.5 53412 é divisivel por 6 pois é divisivel por 2 e 3 simultaneamente.

3.2.6 Critério de Divisibilidade por 7

“Seja N = ay, - 10% + -+ a, - 102 + a, - 10* + a, 0 nGmero inteiro no sistema decimal
(base 10) tal que 0 < a, < 10 e seja D a subtracdo do nimero N sem a, pelo produto
de2eaqy:
D=(ay 10" +ap_, -10¥2+.. 4+ a;)— 2-q,
Assim sendo, N é divisivel por 7 (7 | N) se, e somente se, D for divisivel por 7 (7 | N)”.
Demonstracao:
Considera-se o N na forma 10-(a-10%1+ap_; - 10%¥2 + .-+ a; - 10°) + a,.
Aplicando a propriedade 2 do Teorema 2.4,soma-se o0 escalar (—20-a,) pelos
algarismos em parénteses e soma-se 20 - a, por a,.
N = 10-(a; 101+ ap_; -10¥ 2+ .-+ a; - 10°) + a, =
10 (a - 105t + ap_y 1052+ .-+ a,-10° —20-aq) + ag + 20 -ay =
10 (ag - 10 +ap_; 10524+ .-+ a;-10°=2-qay) + 21 -qay =
SejaN; = a; - 10" 1+ q,_; 102 + ...+ a,-10% entdo, N = 10-(N; — 2- ap) + 21 - a,.
Ouseja, N = 10-(N; — 2 - aqy) (mod 7). Por Congruéncia, para N ser divisivel por 7,

(N; — 2+ a,) deve ser divisivel por 7.

Exemplo 3.2.6 1176 é divisivel por 7, pois, se separarmos 117 e 6, multiplicar 6 por 2,

subtrair o 12 por 117, o resultado é 105. 105 é divisivel por 7.

3.2.7 Critério de Divisibilidade 8

“Seja N =a; 10+ -+ a, 102+ a,-10* + a, 0 nimero inteiro no sistema

decimal (base 10) tal que 0 < a; < 10 e seja S a soma dos trés algarismos de N:
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S:a2'102+ a1'101+ ao

Assim sendo, N é divisivel por 8 (8| N) se, e somente se, S for divisivel por
8(81S5)..

Demonstracéo: Observe que 10 = 2 (mod 8) e seguindo a propriedade 3 do Teorema
2.4 10% = 22 (/mod 8) também possui resto 4. J4 0 103 = 0 (mod 8) disp&e de resto 0,
isto posto:

103 = 0 (mod 8)

10* = 0 (mod 8)

10° = 0 (mod 8)

10 =0 (mod 8)Vk >3
Na sequéncia multiplica-se em cada Congruéncia o termo a,, Vm = 3, 4,5, ...,k
a; - 103 = 0 (mod 8)
a,-10* = 0 (mod 8)
as - 10° = 0 (mod 8)

a;-10“=0 (mod8)Vk >3
Executando a propriedade 3 do Teorema 2.4 ¢ inserindo os termos a, - 102, a, - 10 e
ao-10° em a;-10%+ -+ as-10% + a,-10* + a3 - 103 = 0 (nod 8), a soma das
Congruéncias.
ap-10%+ -+ ag-10° + a4 - 10* + a5 - 103
=a, 102+ a;- 101 + a,-10° (mod 8)

Por Congruéncia, N e a, - 102 + a; - 101 + a, - 10° possuem o mesmo resto quando
divididos por 8. Em vista disso, N é divisivel por 8 se, e somente se, 0 a, * 10?2 + a; -
101 + a, - 10° também for divisivel por 8.

Exemplo 3.2.7 935576 € divisivel por 8 pois os trés ultimos algarismos 576 € divisivel

por 8.
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3.2.8 Critério de Divisibilidade por 9

“Seja N =a; 10+ -+ a,-102+a,-10' + ay 0 numero inteiro no sistema

decimal (base 10) tal que 0 < a; < 10 e seja S a soma dos trés algarismos de N:
S=ag - 1¥+-+a3-13+a,-12+a,-1+ a

Assim sendo, N é divisivel por 9 (9 | N) se, e somente se, S for divisivel por 9 (9 | S)”.
Demonstracéo: Essa demonstracdo € analoga ao Critério de Divisibilidade por 3.
Dado que 10 =1 (mod 9), segundo a propriedade 3 do Teorema 2.4
10 = 1 (mod9)
102 = 12 (mod 9)
103 = 13 (mod 9)

10k = 1% (mod 9) VEk > 1
Efetua-se a propriedade 2 do Teorema 2.4

a, 10! = a, -1 (mod 9)

a, - 10?% = a, - 1% (mod 9)

as - 103 = a; - 13 (mod 9)

a,-10*=a, -1 (mod 9) ; a,,vm=1,2,3,....k
O somatorio das Congruéncias €
a, 10+ .-+ a3 -103 + a, - 10% + a, - 10!
=a,-1¥+-+ az-13+a, 12+ a,-1 (mod9)
Para terminar e completar a forma da representacdo do numero N acrescenta-se 0
termo a, * 10°
ap-10%+ -+ a3-103 + a,-10% + a; - 10 + a, - 10°
=a, 1%+ -+ a3-13+a, 1> +a; -1+ ay-10° (mod 9)

O qual é semelhante a N=az-1¥+-+a3-13+a,-12+a;-1+ a,-

10° (mod 9). Por Congruéncia, N e az-1¥+ -+ a3-13+a,-1>+a;-1+ a
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possuem o mesmo quando divididos por 9. Dessarte, N € divisivel por 9 se, e somente
se, a soma de seus digitos for divisivel por 9.

Exemplo 3.2.8 864486 é divisivel por 9 pois8+ 6 +4 + 4+ 8+ 6 = 36 e 36 e divisivel
por 9.

3.2.9 Critério de Divisibilidade por 10
“Seja N = ay, - 10% + -+ a, - 102 + a, - 10 + a4 0 nGmero inteiro no sistema decimal
(base 10) tal que 0 < a; < 10. Assim sendo, N é divisivel por 10 (10 | N) se, e somente

Se, ao = O".

Demonstracdo: E evidente que 10 = 0 (mod 10) e aplicando a propriedade 3 do
Teorema 2.4

10! = 0 (mod 10)

102 = 0 (mod 10)

103 = 0 (mod 10)

10k =0 (mod10) Vk > 1
Manipula-se as Congruéncias conforme a propriedade 2 do Teorema 2.4
a, - 10! = 0 (mod 10)
a, - 10%2 = 0 (mod 10)
as - 103 = 0 (mod 10)

a,-10*=0(mod 10); a,,Vvm=1,2,3,...,.k
A fim de obter o N no lado esquerdo da Congruéncia é preciso soma-las e inserir o
termo a, * 10°
a,-10*+ -+ a3-103+a,-10% + a, - 10 + a,-10° = a, - 10° (mod 9)
Por definicdo, N e a, possuem o mesmo resto quando divididos por 10. Conclui-se
queseo 10| ay = ay = 0.

Exemplo 3.2.9 500 é divisivel por 10 por o ultimo algarismo € 0.
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3.2.10 Critério de Divisibilidade por 11
“Seja N =a; 10+ -+ a,-102+a,-10' + a0 numero inteiro no sistema
decimal (base 10) tal que 0 < a;, < 10 e seja S a soma dos algarismos de N de

ordem par menos a de ordem impatr:
S=ay - D+ +az-(-D+ay -1+a; - (1) +a

Assim sendo, N é divisivel por 11 (11 | N) se, e somente se, S for divisivel por
11(1118)".

Demonstracéo: Primeiramente, percebe-se que:
10+1=11
100—-1=99 =9-11
1000+1=1001=91-11
10000—-1=9999 =909-11

100000+ 1 =1000001 = 909111

Pela propriedade 3 do Teorema 2.4, tem-se que:
10! = (-1)(mod 11)
10%2 =1 (mod 11)

103 = (-1)(mod 11)

10* = (-1)*(mod 11)
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Aplicando a propriedade 2 do Teorema 2.4 multiplica-se as congruéncias por

an,Vm=1,2,3, ..,k
a, 101 =a, - (-1)(mod 11)
a, 102 =a, -1 (mod 11)

as; 103 = az - (—1)(mod 11)

ay - 10* = a5 - (—-1)*(mod 11)
E pela propriedade 1 do Teorema 2.2.1 a soma de todas as Congruéncias €

a, 10+ .-+ a; 103 + a, - 10? + a, - 10!
=a; - (-D*+-+ as-(-1)+a; -1+a, - (—1) (mod 11)

Aplicando a propriedade 2 do Teorema 2.4 soma-se o escalar Congruéncias a, - 10°

e a Congruéncia anterior:

ap 10k + -+ a3 103+ a, - 102 +a; 101+ ay-10°=q; - (-D*+ -+ a3-
(- +ay - 1+a; - (-1)+ay-10°(mod11) =N =aqa; - (-D*+ -+ az - (-1) +
a, -1+a; - (—1) +ay-10° (mod 11)

Portanto, pela definicdo de Congruéncias, Ne a; - (-=1)*+ -+ a3-(-1) +a, -
1+ a; - (—1) + a, possuem o mesmo resto quando divididos por 11. Como resultado,
N é divisivel por 11 se, e somente se, se a soma dos algarismos de ordem par menos

a soma dos algarismos de ordem impar € um namero divisivel por 11.

Exemplo 2.2 2530 é divisivel por 11 pois 5+0=5e2+3=5,5—-5=5e0¢é
divisivel por 11.

CONSIDERACOES FINAIS

A prova dos Critérios de Divisibilidade dos inteiros 2 ao 11 utilizando
Congruéncias € realizado por intermédio de propriedades selecionadas junto com

exemplos para melhor assimilagdo dos argumentos feitos. Inicialmente estudou-se as
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premissas necessarias para dar continuidade ao trabalho: Divisibilidade e

Congruéncias.

Em seguida, a partir pesquisa bibliografica, apurou-se de quais Teoremas,
Definicbes e Corolarios suficientes para apresentacdo da prova dos Critérios de
Divisibilidade utilizando Congruéncias de maneira coerente. Entdo, na maioria dos
Critérios manteve-se a logica de encontrar a Congruéncia do respectivo médulo,
elevar — expoente — e multiplicar por um escalar e somar todos os parametros da
Congruéncia de modo que o termo esquerdo gerasse o namero inteiro N na base

decimal e o direito o que cada Critério de Divisibilidade determinava.

Foi possivel verificar ao término do trabalho, a proficiéncia das Congruéncias
em provas de Critérios de Divisibilidade. Ademais, os procedimentos utilizados
evidenciam a facilidade ou dificuldade das demonstracées dos Critérios de
Divisibilidade.

As provas apresentadas neste trabalho visam fornecer a relacdo entre os
Critérios de Divisibilidade e Congruéncias, o entendimento de regras praticas
provadas por Congruéncia. Dessa forma, proporcionando aos alunos e professores
do Ensino Bésico ou Superior explanacdes relativas a tematica, e também, para os
gue anseiam fazer pos-graduacdo em Matematica Pura, especificamente na area
desta pesquisa. Aperceber que, outros estudos cientificos poderdo surgir trazendo
mais luz a este tema de modo que nesse trabalho o que se abordou ndo € absoluto,

mas um singelo aporte as pesquisas futuras.
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