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RESUMO

A Mdusica, além de uma arte apreciada pela maioria dos seres humanos, é
uma area do conhecimento que apresenta relaces com a Matematica e a Fisica. A
estruturacdo de notas musicais, em uma escala harmonica, e o estudo do som e de
suas diferentes caracteristicas pode ser realizada por meio do uso de ferramentas
computacionais e da modelagem matematica, como a aplicagdo da série de Fourier,
por exemplo. Deste modo, o principal objetivo desta pesquisa foi desenvolver um
estudo fisico-matematico de sinais captados de ondas sonoras emitidas por
instrumentos musicais, fazendo uso de programas computacionais e de modelagem
matematica, por série de Fourier. Para tanto, procurou-se entender o processo de
construcdo da escala musical e aparentes falhas iniciais e analisaram-se o0s
aspectos principais dos estudos do som na Fisica, com o advento da Ondulatoria.
Especificamente, para a obtencdo dos resultados do trabalho, foram coletados e
decodificados, separadamente, os sinais sonoros (oscilatorios) emitidos pela nota
Sol de uma flauta doce e de um violdo, por meio do software livre Audacity e
utilizados métodos analiticos e numéricos para se gerar a série de Fourier desses
sinais. Os principais resultados mostram que a série de Fourier € uma excelente
ferramenta para se representar sinais sonoros por meio de equa¢fes mateméaticas e
gue, com poucos harménicos dessa série, € possivel representar, com boa
aproximagao, sinais de notas musicais por meio de modelos matematicos simples.

Palavras-Chave: Modelagem Matematica. Musica. Ondas Mecanicas
Unidimensionais. Séries de Fourier.
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INTRODUCAO

Esta pesquisa trata do estudo de ondas sonoras produzidas por instrumentos
musicais, por meio da utilizacdo da modelagem matematica e do célculo numérico,
considerando funcdes trigonométricas como solugcbes da equacdo da onda linear.
Entre as possiveis solu¢cdes dessa natureza, tem-se a Série de Fourier (doravante,
abreviada no trabalho como SF), muito utilizada para a decomposicdo de sinais
periodicos, mas, originalmente, apresentada como solucdo para a equacdo de

conducédo de calor em sélidos.

Ao longo da historia da humanidade, a ciéncia tem caminhado em funcéo das
descobertas que tém sido feitas por meio dos recursos disponiveis em cada época.
A ciéncia musical segue, exatamente, esse mesmo curso, tendo sido iniciada
através de experimentos realizados por Pitagoras. Nos dias atuais, existem estudos
aprofundados sobre o tema musical, tanto em termos da Matematica e da
construcdo da escala, quanto do comportamento do som, pela Fisica. Por meio da
tecnologia disponivel atualmente, a analise das ondas sonoras pode ser feita por
meio da computacdo, com a coleta e o processamento de dados sonoros, a

utilizacao de funcdes matematicas e o calculo numérico.

Ao se falar de musica, dificilmente faz-se uma relagdo com as ciéncias exatas
para se compreender como essa arte foi construida e organizada. Ao longo da
histéria da ciéncia, a compreensdo da muasica caminhou, inicialmente, ao lado da
Matematica e, muito tempo depois, da Fisica. A construcédo do que se conhece hoje
como escala musical, como uma sequéncia de notas agradaveis ao ouvido humano,
se deu por meio dos estudos realizados pela Escola Pitagérica. O aprofundamento
do estudo da fisica contida nas ondas sonoras e, consequentemente, na musica, se
deu com os resultados obtidos pelo matematico e fisico francés Joseph Fourier e da
criacdo de uma ferramenta mateméatica para estudar fenbmenos peridédicos que,

posteriormente, foi chamada de Analise de Fourier.

Tantos os musicos, que produziram grandes obras, quanto 0s matematicos e
fisicos, que se debrucaram na decodificacdo dos fenbmenos musicais, tiveram
papéis de suma importdncia na histéria da arte e da ciéncia, deixando

conhecimentos fundamentais para o avango da ciéncia musical e utilizados como
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base, até os dias atuais. E através desses conhecimentos que, hoje, ndo sé se pode
ouvir uma boa mdadsica, mas conseguir enxerga-la por meio da utlizacdo de
ferramentas matematicas, como a modelagem computacional do som através de

funcdes, unindo esses dois universos, arte e ciéncia.

O trabalho estd dividido em cinco capitulos. O primeiro capitulo apresenta
uma base historica e os estudos matematicos e fisicos, relacionados a Mdusica,
realizados ao longo da trajetdria da existéncia humana e suas principais
contribuicdes para que, hoje, fosse possivel a execucao desse trabalho. O segundo
capitulo revisa metodologias que abordam temas relacionados a SF e sua aplicagdo
na Musica. O terceiro capitulo descreve a metodologia utilizada para se obterem o0s
resultados do trabalho, apresentando os instrumentos musicais analisados, 0s
programas computacionais e as equacfes que serviram de ferramentas para o
cumprimento dos objetivos. O quarto capitulo expressa os resultados obtidos através
da modelagem matematica por meio dos métodos adotados para a pesquisa. O
quinto e ultimo capitulo apresenta uma analise mais detalhada dos resultados mais
relevantes, avaliando a qualidade da modelagem matematica realizada e possiveis

desdobramentos desses resultados.

O objetivo geral desta pesquisa foi desenvolver um estudo fisico-matemético
das ondas sonoras por meio da coleta e da decomposi¢cdo de sinais oscilatorios

emitidos por instrumentos musicais, a partir do uso da SF.
Os objetivos especificos foram:

a) Entender o processo de construcdo da escala pitag6rica, por meio de um
estudo bibliografico;

b) Comparar a escala encontrada por Pithgoras e a escala utlizada na
atualidade e verificar suas equivaléncias e diferencas;

c) Estudar os fundamentos das ondas mecénicas unidimensionais e de suas
relacdes com a musica;

d) Modelar, utilizando programas computacionais, interpolagéo polinomial, SF e
meétodos do célculo numérico, sinais sonoros emitidos por dois instrumentos

musicais: a flauta doce e o violao.
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CAPITULO 1
FUNDAMENTACAO TEORICA

1.1 A MUSICA DE PITAGORAS

A musica, como expresséao e arte, existe desde os primordios da humanidade
sendo, o proprio ser humano, o primeiro instrumento musical. Ao longo da evolucéo
do conhecimento, novas ferramentas de reproducdo de som, mesmo que
rudimentares, foram sendo elaboradas, criando-se, assim, uma nova ciéncia.
Segundo Candé (2001), musicélogo francés, a sequéncia de eventos comega com a
percussédo através do corpo e dos sons obtidos a partir de madeira, seguindo com a
imitacdo e a criacdo de instrumentos que fizessem sons da natureza, chegando,

posteriormente, ao aprimoramento dos instrumentos.

A partir do século Xl, foi necessaria a organizacdo e a sistematizacao das
notas musicais. Rodrigues (1999) apresenta como Guido d’Arezzo descreve, no seu
tratado de musica, intitulado Micrologus, uma lenda de como ocorreu o interesse de
Pitagoras pela musica e a relagdo com intervalos harmoénicos através de numeros
racionais:

Um certo Pitdgoras, numa das suas viagens, passou por acaso numa
oficina onde se batiam martelos. Espantado pela agradavel harmonia
(concordiam) que eles produziam, o nosso fil6sofo aproximou-se e,
pensando inicialmente que a qualidade do som e da harmonia
(modulationis) estava nas diferentes maos, trocou os martelos. Assim feito,
cada martelo conservava o som que lhe era préprio. ApGs ter retirado um
gue era dissonante, pesou 0s outros e, coisa admiravel, pela graca de

Deus, o primeiro pesava doze, 0 segundo nove, o terceiro oito, o quarto seis
de ndo sei que unidade de peso. (RODRIGUES, 1999, p. 17)

Dessa forma, a Escola Pitagérica subdividiu as ciéncias exatas da seguinte
maneira: aritmética, astronomia, geometria e muasica. Esses quatro conhecimentos
formavam o que se convencionou chamar de Quadrivium, compondo uma parte
fundamental das sete artes liberais do curriculo medieval, que se complementava

com o Trivium, composto pela gramatica, dialética e retérica (RODRIGUES, 1999).

Pitagoras construiu um instrumento chamado Monocérdio (Figura 1), que
consistia em uma corda esticada e uma haste mével que marcava o tamanho da

corda desejada, no qual realizava seus experimentos, observando a rela¢do entre os
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sons que se ouvia de forma agradavel e o comprimento da corda que compunha o

instrumento.

Figura 1 - Descoberta e construcdo musical por Pitagoras.

F IV A3 BAL [0 2| L) B

Fonte: GAFFURIUS (1492, p. 35)%.

Primeiramente, Pitagoras observou o som produzido pela corda solta. Tomou
esse som como referéncia e constatou que, quando posicionava a haste na metade
da corda e fazia um dos lados da corda vibrar, o0 som emitido era percebido pelo
ouvido como o mesmo som produzido com a corda solta s6 que mais agudo.
Também fez comparativos das massas dos martelos, que eram 12, 9, 8 e 6 unidades
de massa, com o comprimento de corda. Tomando a fragdo 12 /12, como o
comprimento da corda inteira, ele fez as propor¢cées dos outros valores e o
denominador 12 para obter as fracfes que estabeleceriam o tamanho da corda que
reproduziria sons harmoniosos, assim como o0s dos martelos na oficina
(RODRIGUES, 1999).

As proporcoes ficaram da seguinte forma:

12 9 8 6
12’ 12’ 12’ 12

L GAFFURIUS, Franchinus. Theorica Musicae, 1942.
Disponivel em: <https://imslp.org/wiki/Theorica_musicae_(Gaffurius,_Franchinus)>. Acesso em: 5 de
agosto de 2020.
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Simplificando as fracdes, tém-se as fracbes de corda que reproduziriam sons

agradaveis, ou seja:

L 3 2
) 4’ 3’

N| =

Mesmo que simples, esta foi a primeira escala organizada e sistematizada
matematicamente, composta por essas quatro notas. Entdo, o monocérdio sofreu
uma atualizacdo para quatro cordas e passou a ser chamado de tetracoérdio, que

produzia as quatro notas da escala.

Conforme Pereira (2013), a escala pitagorica era a mais aceita até o periodo
da Idade Média. Mas outras escalas ja estavam sendo desenvolvidas para corrigir

algumas diferencas entre os intervalos em que ndo havia os mesmos valores.

A escala pitagorica serviu como base para a construcdo da escala diaténica.
Essa escala expandiu sua extensdo para sete notas musicais. A criacdo dessa nova
escala foi feita através do que se chamam de “ciclo das quintas”. A quinta de uma
nota é determinada pela fracdo 2 / 3 multiplicada pela fracdo correspondente a nota

inicial.
Exempilo:

Supondo a escala de D6: DO, Re, Mi, F4, Sol, La, Si. A nota D6 é a primeira
nota da escala e corresponde a corda inteira, ou seja, seu valor correspondente ao
comprimento da corda é 1. Para se saber a quinta nota partindo do D6, basta
multiplicar seu valor correspondente da corda por 2 / 3. Assim, faz-se:

2
X1==

wl N

Portanto, a fracdo 2 /3 da corda, quando tocada, produzira o som
corresponde a quinta nota da escala de D6 que é a nota Sol. Utilizando o ciclo das
quintas, encontrar-se-a80 as fracdes correspondentes a todas as notas da escala

diatbnica (Tabela 1).
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Tabela 1 - Fracdes do comprimento de uma corda para a escala diatdnica.
DO(1®d) [ RE(23) [ MI(3) [ FA(4d) [SOL(5®) [ LA(6?) | SI(73 | DO (8%
1 8 64 3 2 16 128

9 81 4 3 27 243

1
2

Fonte: Do autor (2020).

Os estudos sobre a musica e a escala cromatica tiveram seu inicio no Oriente
com o principe Chu Tsai-yu, em 1596, que desenvolveu uma divisdo de intervalos de
mesma propor¢cao. O uso de logaritmos foi apresentado pela primeira vez por Simon
Stevin (1528-1620). O aprofundamento e a expansdo da ideia foram realizados
através das obras de Mersenne (1635) e sua grande contribuicdo para a

matematica: a teoria dos nameros (LOY, 2006).

Com o0s avangos nos estudos musicais e a construcdo de instrumentos
musicais mais sofisticados, no século XVI, na lItalia, foi criado o instrumento tiorba
(Figura 2) como um aprimoramento dos instrumentos de corda (BURMESTER,
2010).

Figura 2 - Tiorba.

Fonte: MICHILES (2018)2.

Na Figura 2, apresenta-se a tiorba disponivel em exposicdo no The
Metropolitan Museum of Art (O Museu Metropolitano de Arte), em Nova lorque.
Conforme Burmester (2010), a tiorba, ou teorba, atendia a necessidade de grupos

2 MICHILES, A. A. S. Fotografia capturada no The Metropolitan Museum of Art (O Museu
Metropolitano de Arte), em Nova lorque, 2018.



25

musicais que precisavam de um instrumento com som mais grave. Entdo, foram
adicionadas cordas com maior comprimento e espessura para que reproduzisse o

som desejado.

Com a construgdo da escala musical e a criagdo de novos instrumentos, a
musica foi ganhando forma, mas algumas propriedades ainda precisavam ser
entendidas. O que faz a nota ser aguda ou grave? Volume alto ou baixo? Essas
perguntas sdo respondidas, por meio de estudos realizados no ambito da Fisica, na

préxima Secéo.

1.2 A FISICA DO SOM

A transicdo de um estudo da matematica da musica para a fisica do som se
deu por volta do século XVI com o musico italiano Vincenzo Galilei, pai do cientista
Galileu Galilei. De acordo com Bromberg (2011), apés estudos realizados usando
métodos produzidos por Aristoteles, Vincenzo fundamentou um pensamento mais
moderno da ciéncia e pode “descobrir conceitos e desenvolver uma teoria para tirar

a musica do pedestal da matematica e conduzi-la para o campo da acustica”.

Os conhecimentos fisicos, como a frequéncia, ainda ndo eram utilizados até
aguele momento, e sim sobre a matematica e os numeros. Vincenzo chama a
musica, vista do ponto de vista matematico, como um “numero sonoro”, comenta
Bromberg (2011). A autora acrescenta que Vincenzo, através de demonstracdes e
argumentos filosoéficos, “provou a ineficacia da base matematica para a musica”.
Essa nova concepcao musical ndo teve grande relevancia na sua época e sO seria

reconhecido no século XVII pelo filésofo Marin Mersenne.

Na fisica, o conceito de ondas fornece o suporte para compreender 0s
fenbmenos presentes na musica. Segundo Michiles (2019, p. 57), “as ondas
mecanicas transportam energia sem, necessariamente, transportar matéria e
precisam de um meio material para que se propaguem”. Pode-se dividir as ondas de
acordo com o tipo de perturbagédo provocada no meio material em questao. Chama-
se de onda transversal, se a perturbacéo realizada for perpendicular a direcdo de
propagacdo (como uma onda que viaja numa corda de violdao). As ondas
longitudinais sdo aquelas cuja perturbacdo é paralela a direcdo de propagacgéo

(como no caso das ondas sonoras que surgem no interior do violao).
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Em termos gerais, as ondas, tanto mecanicas quanto eletromagnéticas (que
nao precisam de um meio material para se propagar) apresentam algumas

caracteristicas fundamentais, que sdo apresentadas a seguir.

Frequéncia: € o numero de oscilagbes para um dado intervalo de tempo. Na
musica, a frequéncia (f) diz quando uma nota sera aguda (alta frequéncia) ou grave

(baixa frequéncia), isto é:

numero de oscilacdes

(1.1

intervalo de tempo

Periodo: € o inverso da frequéncia, ou seja, o tempo (T) necessario para

completar uma oscilagéo.

Comprimento de onda: € representado pela letra grega A (lambda) e
corresponde ao comprimento horizontal total de uma onda completa, entre picos ou

vales consecutivos.

Velocidade de propagacao: é a distancia que uma onda percorre, ou seja, 0
seu comprimento de onda, em um determinado intervalo de tempo (periodo de
oscilacdo). Para as condicbes padrao de temperatura (20 °C) e pressao atmosférica
(1,0 atm), a velocidade de propagacédo de uma onda sonora no ar apresenta o valor
de cerca de 343 m /s (ver equacao 1.12). Genericamente, se usa a equacgao 1.2
para calcular a velocidade de propagacdo de uma onda utilizando o seu

comprimento e o tempo gasto, ou seja:

= A 1.2
v = T ( " )
Sabendo que a frequéncia é dada por:
2 1.3
f= T (1.3)
Tem-se, para a velocidade de propagacao a seguinte equacao fundamental:
v=Af (1.4)

Amplitude: é a altura, ou a distancia, entre 0 eixo e um pico, ou também do

eixo a um vale. A amplitude € sempre apresentada com valores positivos.
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Uma onda sonora € diferente de outras ondas de mesma natureza (ondas
mecanicas) em razao de algumas grandezas fundamentais, que sédo apresentadas

abaixo:

Intensidade: estéa relacionada ao volume do som. Quanto mais intenso € um
som, maior volume tera. A intensidade (I) esta relacionada a energia (E) que uma
onda transporta que, por sua vez, estd associada a amplitude. Quanto maior a

amplitude, maior sera intensidade e, por fim, maior o volume. Dessa forma:

J=——=2% (1.5)

7

Entdo, a intensidade € a energia transportada por intervalo de tempo (At), por
unidade de area (A4). Pode-se reescrever a equacao 1.5, uma vez que a razdo da
energia pelo tempo € a poténcia (P,;). Isso explica porque 0 mesmo som, ouvido de
perto de uma caixa de som, tem um volume mais alto do que ouvido de uma certa
distancia, pois a area de propagacdo do som é maior a medida que o ouvinte se

distancia, fazendo com que a intensidade (volume) diminua.

Nivel de intensidade sonora: o ouvido humano faz ajustes na intensidade
sonora que chega até ele. A intensidade que se ouve nao é exatamente a mesma
produzida por uma fonte sonora, justamente por essa adaptacdo que o ouvido
realiza. A intensidade mais baixa que o ouvido humano consegue perceber é de
1,0 x 1072 W / m? (I,). O nivel de intensidade mostra qual, realmente, é o valor de

intensidade que se capta e chama-se de g (beta), medido em decibéis (dB).

B =10log (é) (1.6)

Observando uma corda de um violdo, as ondas ali formadas sdo chamadas
de ondas estacionérias, por se propagarem limitadamente em uma corda fixa nas
extremidades. Fazendo um movimento periédico na corda, obtém-se dois tipos de
onda: incidente e refletida. A onda incidente é aquela produzida no ponto de
perturbacdo. A onda refletida € aquela que volta no sentido contrario da perturbacéo
ap0s chegar na outra extremidade da corda. A mesma quantidade de energia
transportada pela onda incidente serd a da onda refletida, causando uma

interferéncia entre essas ondas e formando uma onda estacionaria.



28

Ondas estacionarias em uma corda resultam em modos de vibragdo que
estdo relacionados a frequéncia do som. Esses modos de vibracdo sao
caracterizados por harmonicos nas cordas e podem ser representados nas formas
apresentadas na Figura 3. O primeiro harmdnico, chamado também de modo
fundamental, tem o comprimento da corda igual a metade do comprimento da onda,
pois, como se verifica na Figura 3, o comprimento de onda ndo é completo, sendo
formado por um vale ou um pico. O segundo harmdnico é caracterizado por ter o seu
comprimento de onda completo, ou seja, o comprimento da corda é igual ao

comprimento da onda (L = A).

Figura 3 - Harmo6nicos numa corda.

A
; ¢ L= 1 —.
: . 12 :

Modo Fundamental
ou Primeiro
Harménico

(N = 1) N6

Segundo
Harménico
(N=2)

Terceiro
Harménico
(N=3)

N6

Quarto
Harménico
(N=4)

N6

Fonte: PROENEM (2014, p. 1)2.

De forma geral, tem-se que o comprimento da onda estacionéaria é igual a
duas vezes o comprimento da corda dividido pelo numero do harménico (HALLIDAY
ET AL., 2012):

. A

_nz

2L
).27, n € N* (17)

8 PROENEM. Ondas Estacionarias. 2014.
Disponivel em: < https://www.proenem.com.br/enem/fisica/ondas-estacionarias/>. Acesso em: 17 de
agosto de 2020.
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Para os casos de velocidade de uma onda numa corda, e somente para esse
caso, tem-se a equacao de Taylor que diz que a velocidade para esse tipo de onda,
considerando pequenas amplitudes, € a raiz quadrada da razdo entre a forca de
tracdo (F;) exercida na corda (se a corda esta muito esticada, a tensdo é alta) e a

sua densidade linear de massa (u):

v = (1.8)

Fy
u

Cada corda tem uma espessura diferente, que é resultado da sua massa e de
seu comprimento. Entdo, a densidade linear é justamente o valor do calibre da

corda. Quanto mais espessa a corda, maior a sua densidade.

massa

= 1.9
K comprimento (19)

Igualando as velocidades 1.4 e 1.8 e isolando a frequéncia, tem-se:

F 1 |F,
Af:\/;ﬁfzz\/;

Utilizando o inverso da equacéao 1.7, faz-se:

n |F
f — (1.10)

2L |u
Pode-se, assim, fazer simulacdes e verificar a relacdo de cada propriedade do
som e de suas aplicacbes no violdo. Quanto maior o harménico produzido em um
instrumento, quer seja um violdo, piano ou flauta, o mais alto é o som percebido,

pois sua frequéncia aumenta, como verificado na equagéo 1.10.

Outra caracteristica é a forca de tracdo. Quando se aperta mais a corda do
violdo, através das tarraxas presentes na cabeca do instrumento, constata-se uma
alteracdo no som, que fica cada vez mais agudo (aumenta frequéncia), a medida
que a corda é esticada. Tem-se uma relacdo de proporcionalidade inversa tanto
entre a frequéncia e o comprimento quanto entre a frequéncia e a densidade da

corda. Quanto maior a corda tocada, mais grave sera 0 som escutado. Se se
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pressiona a corda em qualquer ponto, tem-se a diminuicdo desse comprimento,
fazendo com que a frequéncia aumente. A densidade linear é facilmente
compreendida ao se observar a primeira e a Ultima corda do violdo, ambas
produzem a mesma nota (Mi, se estiverem na afinacdo padrdo). A diferenca é a
espessura da corda, a corda mais “grossa” produz uma nota Mi com baixa
frequéncia, a corda mais “fina” produz uma nota Mi com alta frequéncia (PEREIRA,

2013).

Para o calculo da velocidade de propagacdo de uma onda sonora, tem-se
uma equacdo semelhante a 1.8, sendo dada pela raiz quadrada da razdo entre o
modulo de elasticidade volumétrica (B) do meio pelo qual a onda viaja e a sua

massa especifica (razdo da massa pelo volume — p):

v=|— (1.11)

Se 0 meio, pelo qual a onda se propaga, varia pouco de volume, enquanto ha
variacfes de pressao com a passagem da onda, o valor de B ¢é alto e a onda tende a
vigjar a uma velocidade mais alta. Ha, também, uma versdo da equacdo 1.11
adaptada para gases e j4 ajustada para o ar atmosférico, levando em conta sua
composicdo e a dependéncia de suas propriedades com a temperatura (6, — dada

em °C), a saber:

Oc
273,15

Vgr =331+ |1+ (1.12)
na qual 331 m /s é a velocidade de propagacdo de uma onda sonora medida para
6. = 0,0 °C.

Analisando pela visdo fisica das ondas sonoras produzidas por um
instrumento, Halliday et al. (2012) explica que se escuta 0 som proveniente de
alguma fonte devido ao principio da superposicédo de ondas, que nada mais € que a
soma dos deslocamentos individuais das ondas geradas. Dessa forma, tomando
duas ondas lineares unidimensionais quaisquer que se propagam ao mesmo tempo,
no mesmo meio material, cujas funcdes de onda sdo dadas por u,(x,t) e u,(x,t),

sua interferéncia sera representada pela soma:
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u'(x,t) =u(x, t) + uy(x, t), (1.13)

O resultado da soma dessas ondas superpostas é a onda resultante ou onda
total (HALLIDAY ET AL., 2012) e corresponde ao principio da superposicdo de

ondas.

A Fisica apresentou novos conceitos contidos em uma Unica nota musical
como a frequéncia que determina a altura da nota, amplitude que diz respeito ao
volume da nota, dentre outros. Mas como reconhecer uma mesma nota tocada por
dois instrumentos diferentes? Ferramentas, como a SF, auxiliardo a compreender a

diferenciacdo do som através de funcdes matematicas.

1.3 MUSICA E ONDAS HARMONICAS

Uma mesma nota, emitida por dois instrumentos diferentes, reproduzem sons
diferentes, apesar de a frequéncia sonora resultante dos instrumentos ser igual.
Como se pode identificar ou diferenciar o som de uma nota D6, por exemplo, tocada
em um piano e a mesma nota, na mesma oitava, tocada por uma flauta? O timbre é
a propriedade do som que permite analisar os diferentes sons de mesma altura. O
formato da onda sonora (Figura 4) emitida por uma fonte nunca sera igual ao de
outra, por diversas caracteristicas, tais como o material que é feito, temperatura,

tamanho, dentre outras.

Figura 4 - Timbre.
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i Ao Nk

A AL VAS AG
<wmo————p  flauta / V\ / \ ,/ SN A
i N/ \/ \f
' N \ lﬂ'\ " [\\ A
voz (a) n_A ( iy LA | \
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Fonte: SOLMUSICAL (2012, p. 1)*.

4 SOLMUSICAL. O que é Timbre. 2012.
Disponivel em: <https://sites.google.com/site/solmusicall/material-didatico/material-de-apoio/o-que-e-
timbre>. Acesso em: 31 de agosto de 2020.
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Para a apresentacdo de uma deducdo simplificada da equacdo da onda
linear, considerar-se-a uma onda harmoénica produzida numa corda de violino.
Considera-se que a corda é elastica, que a densidade linear de massa u é uniforme
e que a corda esta sujeita a uma tensao F; também uniforme. A fonte da onda vibra
em movimento harménico simples (ciclos de vibracdo em intervalos de tempos
iguais), o deslocamento y(x,t) € caracterizado por pequenas amplitudes Y e a
propagacdo na corda € unidimensional. Dessa forma, pode-se escrever para a
funcdo de onda:

y(x,t) =Y sen(kx — wt + @) (1.14)

em que a funcdo seno (sen) descreve o formato da onda, podendo-se utilizar,
alternativamente, cosseno. Chama-se de angulo de fase o deslocamento em relacao
a origem no eixo horizontal x e denota-se pela letra grega ¢. O valor k (= 2w /1) € 0
namero de onda e informa quantas ondas estdo sendo formadas em um intervalo de
0 a 2w (que representa um ciclo completo). A frequéncia angular, representada pela
letra w (= 2m/T), esta relacionada a quantidade de ondas formadas em um dado
intervalo de tempo (periodo), durante cada ciclo completo. Para as ondas sonoras
produzidas no interior do violino, poder-se-ia escrever as funcdes de onda, de
maneira simplificada, em termos do deslocamento horizontal s(x, t) ou das variagbes

de pressado Ap(x, t) das camadas de ar que vibram no interior do violino, ou seja:
s(x,t) = Scos(kx — wt + @) (1.15)
Ap(x,t) = AP sen(kx — wt + @) (1.16)

Considerando o principio da conservagdo da energia mecéanica para um
comprimento de onda e utilizando as equacdes 1.5, 1.15 e 1.16, apds algum trabalho
algébrico obtém-se equacbes especificas para o célculo das intensidades em funcao

das amplitudes do deslocamento (S) e da pressao (AP), ou seja:

1
I = Epszzv (1.17)
AP?
=5 (1.18)

com
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AP = pwSv (1.19)

Para demonstrar a equacdo da onda linear, utilizar-se-a a funcdo de onda
harménica 1.14 e chamar-se-4 o argumento da fungéo seno de g(x,t), somente para

facilitar os célculos, ou seja:
glx,t) =kx—wt+¢

Como a equacéo da onda linear descreve as variacdes de uma funcéo y para
um determinado ponto x de uma corda em um instante de tempo t, necessita-se
derivar essa funcédo duas vezes, para relacionar a aceleracdo de cada ponto com as

variacfes da posicao vertical.

Primeiramente, deriva-se a funcdo y(x,t) em relagdo ao tempo, para se

encontrar a velocidade de vibracgéo, isto é:

dy _ Yd[sen(g)] ag
ot dg ot

=Y cos(g) (—w)

a—}t] = —Yw cos(kx — wt + @) (1.20)

Derivando, novamente, em relagcédo ao tempo, encontra-se a aceleracao de vibracao:

0%y v d[cos (g)] dg
w—_

ot? dg ot
= —Yw[-sen(g)](—w)

%y )
i —Yw* sen(kx — wt + @) (1.21)

Em seguida, calcula-se a derivada de 1.14, em relac¢do a posicao x, ou seja:

ay _  dlsen(9)]dg

0x dg Ox
=Y cos(g)k
dy
— =Yk cos(kx — wt + @) (1.22)

0x
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Derivando, uma segunda vez, em relagdo a x, tem-se:

o% _ ., dlcos (9)]dg

dx? dg 0x
= —Yksen(g)k
%y 5
Ik —Yk* sen(kx — wt + @) (1.23)

RT 1 = .
Multiplicando por pe ambos os lados da equacéo 1.21:

1 azy 1
= —Yw? sen(kx — wt + @) Py
1 0%y
pYrT —Y sen(kx — wt + @) (1.24)

L ~ 1,
Multiplicando a equacéo 1.23 por =

1 0%y 5 1
Tk —Yk*sen(kx — wt + @) =)
1 0%y
Er i —Y sen(kx — wt + @) (1.25)

De acordo com os resultados acima, verifica-se que as equagdes 1.24 e 1.25 sao
iguais, dessa forma, tem-se:
10% 10%
w? dt?2  k?0x?
0%y  w?d%y
at2 k2 0x2

0° 292
y (C;:) y

Sabe-se, pela equagéo 1.4 e pelas definicdes de k e w, que a velocidade de

propagacéo de uma onda € dada por:
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Substituindo a velocidade na equacéo 1.26, tem-se a equacao da onda linear:

0%y
o0t2

2%y
0x2

2

=v (1.27)

Essa equacao relaciona a aceleracdo de um segmento infinitesimal de corda
de violino com o deslocamento médio de segmentos vizinhos e prediz que a corda
se movera em ondas. A equacgdo pode ser generalizada para outros sistemas fisicos
em que as ondas ocorrem (STEWART, 2013).

1.4 A SERIE DE FOURIER

O método que é, hoje, largamente utilizado para representar diferentes sinais
que apresentem qualquer padrdo no espagco e no tempo, por meio de uma
superposicao de harménicos (padrdes senoidais com diferentes frequéncias), iniciou
com os estudos sobre a conducédo do calor por Joseph Fourier, no fim do século
XVIII e comego do século XIX (STEWART, 2013; BASSALO E CATTANI, 2010). A
equacao diferencial apresentada por Fourier, para representar a conducdo de calor
em um solido, tem o seguinte aspecto:

a0 0%6

E = aﬁ (128)

na qual 6 representa a temperatura de uma haste de metal na posicdo x num
instante t e @ € uma constante, chamada de difusividade térmica. Como se pode
verificar, h4 uma grande semelhanca entre as equacdes 1.27 e 1.28, com a diferenca
na ordem da derivada que aparece no lado esquerdo de cada uma dessas
equacodes. Isso se explica pelo fato de uma onda numa corda de um violino pode
permanecer vibrando indefinidamente (desde que mantenha as condicbes de
pequenas amplitudes e ndo amortecimento), enquanto o calor, ao ser transportado
num solido condutor, dissipa com tempo, a menos que exista alguma fonte para

manté-lo (o que ndo esta previsto na equacédo 1.28).

O aspecto mais destacavel na busca pelo entendimento do fenbmeno do
transporte de calor por conducao por Fourier, mas do que a prépria equacao 1.28, foi

a forma que como ele a resolveu. Como a equacédo 1.28 € linear (assim como a
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equacao 1.27), pode-se escrever a solugdo geral por meio da sobreposicdo de

solugdes. Assim, para um tempo inicial t = 0, ele exprimiu a seguinte solucéo:

6(x,0) = F(x)
= a, + a, cos(x) + a, cos(2x) + a5 cos(3x) + -+ + b; sen(x)
+ b, sen(2x) + by sen(x) + b; sen(3x) + -

gue pode ser reescrita como:

F(x) =aq+ z a, cos(nx) + Z b, sen(nx) (1.29)
n=1 n=1

na qual ndo héa b, pois sen(0x) = 0, e os coeficientes a,, € b,, sdo obtidos por meio
das formulas deduzidas por Fourier (apdés uma longa viagem através de expansdes

de séries de poténcias de func¢des trigopnométricas), conforme € apresentado abaixo:

2T
1
a, = Ef f(x) cos(nx) dx, n=20,12,3,.. (1.30)
0
1 2T
b, = Ef f(x)sen(nx) dx, n=1,273,.. 1.31)
0

A equacdo 1.29 é conhecida como SF de f(x) e os coeficientes a,, e b,,
relativos a fungéo f(x) e calculados pelas equacdes 1.30 e 1.31, sdo chamados de
coeficientes de Fourier de f(x) (BUTKOV, 1988). Segundo Arfken e Weber (2005),
as condi¢gfes impostas a f(x) para que a equagdo 1.29 seja valida é que f(x) tenha
apenas um numero finito de descontinuidades e de valores extremos (maximos e
minimos), no intervalo [0, 2r]. Essas condi¢cdes sao conhecidas como condi¢des de
Dirichlet. Adicionalmente, para que a,, € b, possam ser calculados pelas equacdes
1.30 e 1.31, as fungbes cos(nx) e sen(nx) devem ser ortogonais (mais detalhes
podem ser encontrados em BUTKOV, 1988, e ARFKEN E WEBER, 2005).

A SF pode ser escrita, também, para uma f(x) periddica com um
comprimento de repeticdo 2. Dessa forma, se f(x) € definida no intervalo (-, 1) e
determinada fora desse intervalo por f(x + 21) = f(x), as equacdes 1.29, 1.30 e 1.31

podem ser reescritas da seguinte maneira:
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_ ag nnx nmx
F(x) = > + Z a, cos + b, sen (T)] (1.32)

n=1

1 nmx
=7ff(x) cos(<-)dx,  n=0123.. (133)
0

2
1 3 nmx
= —f f(x) sen (—) dx, n=123,.. (1.34)
! l
0

Segundo Bassalo e Cattani (2010), em geral, quando se considera uma
funcdo do tempo f(t), continua ou seccionalmente continua, definida no intervalo
(—o0,+00), periddica de periodo T = 2n/w, pode-se escrever a SF, F(t), e o calculo

de seus coeficientes, a, e b,, cOMO:

F(t) = 70 + Z a, cos(nwt) + b, sen(nwt)] (1.35)
n=1
2

= Tf f(t)cos (nwt)dt, n=20,1,23,.. (1.36)
2

b, = Tf f(t) sen(nwt) dt, n=1,273,.. (1.37)

As equacgobes 1.35, 1.36 e 1.37 tém larga aplicabilidade na representacao, por
meio de fungdes trigopnométricas, de diferentes sinais peridédicos, que podem ser
obtidos a partir de fungcdes matematicas ou de uma série de dados, com as integrais
dos coeficientes de Fourier podendo ser calculados analiticamente ou, mesmo,

numericamente.

Se a fungéo que se esta procurando representar por meio da SF for par, isto
é, se f(—t) = f(t), entdo todos os coeficientes b,, devem anular-se e f(t) admite um
desenvolvimento em semi-série de cossenos. Caso a funcao seja impar, ou seja, se
se f(—t) = —f(t), todos os coeficientes a,, devem anular-se e f(t) admite um

desenvolvimento em semi-série de senos.
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CAPITULO 2

REVISAO BIBLIOGRAFICA

As funcdes periddicas, tdo necessarias para se compreender fendmenos
ciclicos da natureza, encontram, também, a sua importancia no estudo da Musica.
Pereira (2013), na analise de sinais sonoros, diz que “a propria escala temperada é
uma funcgéo periddica de periodo 12 unidades” e que, por meio das funcdes seno e
cosseno, se podem descrever esses sinais por se repetirem em intervalos regulares.
Segundo o autor, como nenhum instrumento produz um som puro, e sim uma série
de harménicos que, juntos, resultam na nota, a série harménica pode ser

representada por uma soma de fungdes seno, ou seja:

flx) = Z k, sen(2mnf;x)

f(x) = kysen(2nfix) + kysen(2m2fx) + kysen(2m3fix) + -+

nas quais os valores de k,, representam a intensidade ou amplitude dos harmoénicos.

A medida que a sequéncia aumenta, os k, assumem valores muito pequenos.

Nascimento et al. (2015) descrevem a flauta como um dos instrumentos,
historicamente, mais antigos e tocados da humanidade, cuja forma de reproducéo é
diferente para cada espécie de flauta. As diferentes caracteristicas do som de cada
instrumento, chamadas de timbre, “sdo resultado de fatores como a forma e o
material de constituicdo”. Para a analise de seus resultados, foram gravados e
apresentados o0s niveis de intensidade sonora, em um determinado intervalo
escolhido, para todas as notas desse intervalo. Os espectros sonoros obtidos
mostram picos de intensidade mais altos que indicam as frequéncias reforcadas pelo
instrumento. Através dessas observacdes de frequéncias, verificou-se que as notas
médias possuem o valor do primeiro harmoénico mais intenso. As notas graves séo

mais dificeis de serem diferenciadas das que tem uma oitava acima.

Ainda, segundo Nascimento et al. (2015), o som de uma determinada nota é
composto por uma série de harménicos com diferentes intensidades, que pode ser

representada como a soma de fungdes senoidais através da Transformada de
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Fourier (TF). Adicionalmente, verificaram que, para os trés primeiros harmoénicos, ja
€ possivel se obter boas aproximacdes, tendo em vista que os harmdénicos seguintes

tem pouca influéncia.

Conforme apresentado na Secéo 1.2, dependendo da direcdo de vibracéo,
uma onda mecanica pode ser classificada como longitudinal ou transversal. O
timbre, que é caracteristica singular de cada instrumento, resulta do somatério de
ondas senoidais, que podem ser obtidas através da SF. Saito e Depizoli (2018)
demonstram os coeficientes e a SF, considerando as fun¢des ortogonais, para o

intervalo [—p, p], apresentadas abaixo:

T 2T 3w T 2T 3w
{1, cos (—x) , COS (— x) , COS (—x) ..., Sen (—x) ,Sen (— x) ,Sen (—x) }
p p p p p p

Os autores concluem que o sinal periodico resultante provém da soma dos
harménicos escolhidos. De acordo com essa escolha, podem-se obter variados
timbres. Das maneiras possiveis de se estabelecer diferengas entre os timbres de
determinados instrumentos, o0 modo auditivo € o mais habitual, mas ndo o Unico. Por
meio da utilizacdo de programas computacionais de captacdo de audio, podem-se

gerar graficos e se verificar, analiticamente, as diferencas de sinal coletado.

Chang (2016), apos coletar dados de som reproduzidos por um violino, uma
flauta e um monocoérdio, estabelece comparacfes entre os graficos resultantes.
Apés a coleta desses dados e as devidas adaptacfes na SF e na TF, foi utilizado o
programa computacional wxMaxima para o calculo numérico das integrais que
surgem para o0 célculo dos coeficientes, dada a dificuldade em resolvé-las
analiticamente. As funcbes utilizadas para a obtencdo dos coeficientes foram
funcbes escada, “definidas por partes em intervalos de comprimento fixos”. O
intervalo de integracdo sofreu adaptacdo de [—[,[] para [0,2L], pois 0 programa
utilizado para a coleta de dados, denominado Audacity, fornece os elementos da
amostra a partir do instante 0. Ao final, a funcdo obtida através da SF foi inserida no
programa GeoGebra na ferramenta funcional TocarSom e reproduzida. Obtiveram,
como resultado, um som bem préximo ao coletado dos instrumentos, mesmo com

possiveis ruidos na captacao e erros provenientes das aproximacdes nos calculos.
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A coleta de dados de um sinal sonoro precisa obedecer a algumas
especificidades para se garantir a qualidade da analise. Segundo Covo (2016), a
taxa de amostragem padrao para esses sinais coletados deve ser de 44100 Hz, pois
a frequéncia maxima que ouvido humano consegue captar € de 20 kHz, entdo o
dobro disso, isto €, 40 kHz, ja seriam suficientes. Outra explicacdo para 0 uso dessa
taxa € que 44100 é o produto dos quatro primeiros niumeros primos ao quadrado,
(2 x 3 x5x7)? o que facilita o “fracionamento do conjunto de dados mostrado” e

remover possiveis frequéncias maiores que 20 kHz.

A partir da coleta de dados, o sinal é expresso, graficamente, em termos de
amplitude ou intensidade versus tempo. Esse sinal € recebido pelo programa
computacional Audacity e exportado em formato de texto, podendo ser utilizado por
outros aplicativos. Na captacdo de um som reproduzido por um instrumento musical,
0 som coletado tem caracteristicas ao longo do seu desenvolvimento. Ao se tocar
uma corda de viol&do, por exemplo, 0 som parece ser mais intenso (volume maior) no
comeco e depois vai diminuindo gradativamente de volume. Covo (2016) chama
esse fenbmeno de envelopamento dinamico, que € “uma forma de retratar o

desenvolvimento dindmico do som, do seu nascimento até a sua morte”.

As partes desse envelopamento dinamico sédo quatro: (i) ataque € 0 momento
inicial do som, quando, geralmente, a amplitude chega ao seu ponto maximo; (ii)
apos isso, o0 som sofre um decaimento, caracterizado pela perda de energia ocorrida
pelo ataque inicial; (iii) o som, entdo, se mantém equilibrado por algum tempo, o que
€ chamado de sustentacdo; (iv) depois diminui a sua intensidade até chegar a ultima
etapa, a extincdo (COVO, 2016). Para a coletada de dados e estudos gerais é

selecionado instante em que 0 som se mantém equilibrado, isto é, sustentado.
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CAPITULO 3
METODOLOGIA DA PESQUISA

3.1 A ABORDAGEM E AS ESTRATEGIAS DE INVESTIGACAO

O tipo de estudo realizado neste trabalho é de natureza quantitativa, uma vez
gue o som pode ser descrito por meio de ferramentas computacionais e de analises
da fisica-matematica. Dessa forma, os resultados sdo escritos a partir de dados
guantitativos coletados e de calculos analiticos e numeéricos, utlizando a

moldelagem matemética.

A abordagem quantitativa é utilizada quando se tem um conhecimento prévio
tedrico sobre o objeto de estudo (SILVA e SIMON, 2005), conforme se apresentou
no Capitulo 1. Segundo Knechtel (2014), a pesquisa quantitativa quantifica os dados
e classifica a relagdo entre as variaveis. Além disso, esse tipo pesquisa tem como
foco determinar se as teorias generalizadas sobre o assunto tém ou néo

confirmacéo cientifica através de uma investigacao empirico-descritiva.

A estratégia metodolégica aplicada ao trabalho foi o estudo de caso que,
conforme De André (2013), é caracterizada por uma descoberta em que o
pesquisador parte de alguns pressupostos que direcionaram os seus estudos, mas
sempre sabendo que informacgfes importantes surgirdo ao longo da pesquisa e que

os resultados podem ser alterados de acordo com a sua particularidade.

3.2 INSTRUMENTOS E COLETA DE DADOS

Os primeiros dados sonoros foram coletados a partir da captacdo da nota Sol,
reproduzida por uma Flauta Germanica da marca Yamaha (Figura 5). Apesar de um
instrumento de simples execucdo e baixo custo, a flauta tem a sua importancia
histérica por ter sido um dos primeiros instrumentos construidos pela humanidade,
inicialmente feitos com pedacos de madeira ou 0ssos de animais. A escolha pela
nota Sol se deu por ser uma nota mediana no instrumento, oferecendo uma preciséao
maior de afinacédo para um som mais limpo, ou seja, sem interferéncias e/ou ruidos.
A nota Sol reproduzida é chamada de G5 (G corresponde ao nome da nota Sole 5 é

a oitava que o sol esta sendo tocado) e a frequéncia dessa nota € de 783 Hz.
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Figura 5 - Flauta Doce Germanica.

Fonte: Do autor (2021).

Para a captacdo do som e a exportacdo dos dados da nota Sol da flauta,
foram utilizados o microfone Philips SBC MD195 (que recebeu o sinal sonoro), e o
software livre Audacity (que registrou o sinal sonoro), a uma taxa de amostragem de
44,1 kHz (ou 44100 registros, a cada segundo). Ao ser captada pelo microfone e
gravada pelo Audacity, em decibéis (dB), a trilha padréo criada € exibida na forma de
um sinal oscilatério com uma escala linear, obtida por meio de um subprograma do
referido software, que converte a escala de captura (dB) em uma amplitude de
unidade arbitraria (ua), variando entre —1,0 e +1,0, com o centro em zero. Essa trilha

também pode ser visualizada em dB, caso seja necessario.

Processo de gravacdo semelhante ao realizado para a flauta foi aplicado para
extrair os dados de amostragem do violdo. O instrumento foi um Violdo Di Giorgio
modelo Classic Guitar 28, com cordas de nylon (Figura 6). A nota escolhida para a
modelagem foi a mesma da flauta, ou seja, a nota Sol, mas para uma oitava
diferente. A nota reproduzida foi o G3 (Sol 3, frequéncia de 196 Hz), ou seja, duas
oitavas mais grave do que a reproduzida pela flauta doce. A nota Sol em questao é
reproduzida através da perturbacdo da terceira corda do violdo (de cima para baixo)
de forma solta, sem ser necessario pressionar a corda em nenhum ponto do braco
do violao. Esse foi o critério para que fosse escolhida essa nota, pois 0 som sai mais
limpo e afinado.
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Figura 6 - Violao Di Giorgio.

Fonte: Do autor (2021).

3.3 METODOS UTILIZADOS PARA A OBTENCAO DA SERIE DE FOURIER

A partir dos dados da nota Sol tocada tanto pela flauta quanto pelo violdo e
que foram coletados por meio do programa Audacity, separou-se um conjunto
correspondente ao intervalo de repeticdo de um ciclo. Na Figura 7, apresenta-se,
como exemplo, a partir da Figura 4, a separacdo de um intervalo de tempo (em
vermelho) em que ocorre a repeticdo de ciclo para uma nota tocada num violino.
Uma vez separado o ciclo a ser estudado, utilizaram-se trés diferentes métodos para

gerar as séries de Fourier correspondentes ao sinal.

Figura 7 - Intervalo de repeticao de ciclo para uma nota de violino.

fl 1

(& 5 - #
I s, i | (1 |a|II 1 1. N

T i . Al 1n 'J ml 1B any fif 4
i e " | pe] —add ol bpopd 74 ' T T o
P'-!,...._. .-—'—1f1lr VIWw| [V U L P LR
L e '.'*' I.'n"- Wy 53""-"

Fonte: SOLMUSICAL (2012).

A primeira metodologia, para gerar a SF, corresponde ao que se
convencionou chamar no trabalho de Método Analitico (MA). Por meio desse
método, subdividiu-se o intervalo do ciclo em partes menores e modelaram-se as
curvas resultantes dessa subdivisao, utilizando fungdes interpoladoras polinomiais
(interpolacdo linear ou quadratica). Em seguida, aplicou-se cada uma dessas

funcdes obtidas como f(t) nas equacdes 1.36 e 1.37, para calcular os coeficientes



46

a, € b,, resolver as integrais resultantes, e gerar a SF para o subintervalo. Por fim,
se somaram todas as séries resultantes dos subintervalos para se obter a SF para

ciclo completo (mais detalhes no Capitulo 4).

O segundo método utilizado para a obtencéo das séries de Fourier dos sinais
coletados, chamado no trabalho de Método Analitico-Numérico (MAN), consistiu em
aplicar as funcdes interpoladoras, obtidas conforme descrito acima, calcular seus
valores para cada instante t, e aplicar esses valores nas equacdes para o calculo
dos coeficientes a, e b, (1.36 e 1.37, respectivamente), utilizando métodos
numéricos para calcular as integrais resultantes (mais detalhes na Secéo 4.1). Uma
vez obtidos os valores de a,, e b,, aplicaram-se na equacao 1.35 para a geracao da
SF.

Por fim, o dltimo método, em razao de utilizar diretamente os dados dos sinais
coletados (valores observados), convencionou-se chama-lo de Meétodo
Observacional-Numérico (MON). Esse método é, basicamente, a aplicacdo direta
dos valores dos dados coletados do sinal como f(t) nas equacdes 1.36 e 1.37. A

partir dos valores de a,, € b,, obtidos, gera-se uma nova SF.
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CAPITULO 4
APRESENTACAO DOS RESULTADOS

Inicialmente, antes de se realizar o estudo e a modelagem matematica dos
sinais coletados das notas tocadas pelos instrumentos musicais escolhidos (flauta
doce e violdo), decidiu-se fazer um estudo de caso de um pulso de onda numa corda
de violdo, idealizado para se avaliar a validade e a aplicacdo da equacdo da onda
linear e se utilizar a SF para decompor o pulso, como forma de exercicio e

entendimento do MAN, apresentado na Secéo 3.3.

4.1 PULSO DE ONDA NUMA CORDA DE VIOLAO

Conforme especificado acima, para o primeiro estudo de caso de uma onda
mecanica associada a musica, e de sua modelagem matemética por SF, escolheu-
se um pulso de onda propagando-se numa corda de violdo, especificamente ao se
tocar o sexto harmdénico de uma nota Sol. Na Figura 8, é apresentado um desenho
gue mostra os seis primeiros harmoénicos numa corda de violdo. A escolha se deu
em razao de ser um exemplo de onda transversal relacionado a musica, que remete,
inclusive, as primeiras observacdes de Pitdgoras com o monocoérdio, e por se poder

utilizar um modelo matemético conhecido, conforme se descreve a seguir.

Figura 8 - Desenho dos seis primeiros harmdnicos na corda de um violéao.

T TR o T T >

Fonte: Wikimedia Commons (2007)5.

5 Wikimedia Commons. Overtone. 2007. Figura de dominio publico disponivel em: <
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Overtone.jpg >. Acesso 20 de junho de 2021.
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Para este estudo, selecionou-se a seguinte funcéo pulso:

A
(kx —wt)? +1

y(x, t) = (4.1)

Para este pulso, as grandezas sao relacionadas ao sexto harménico (n = 6)
da nota Sol num viol&o, cuja frequéncia fundamental (f;) é igual a 196 Hz. De acordo
com as especificacbes do violdo (Di Giorgio modelo Classic Guitar 28, com cordas
de nylon) e do fabricante da corda, a mesma possui um comprimento padréo (L) de
64,0 cm e uma “carga de afinagao” (m,, — valor utilizado para estimar a tenséo na
corda, quando se multiplica pela aceleracao da gravidade) igual a 5,35 kg. Por meio
de medida simples de comprimentos do sexto harmdnico apresentado na Figura 8,

conforme é detalhado na Figura 9, verificou-se que a amplitude € 1,8% do

comprimento da corda.

Figura 9 - Aproximacao do sexto harménico da Figura 8 e medidas dos

comprimentos horizontal do harménico e da amplitude.

Ly
Fonte: Wikimedia Commons (2020).

Dessa forma, as grandezas relacionadas ao pulso, utilizando os valores
especificados acima, as equacdes 1.7, 1.3 e 1.4 e as definicbes de numero de onda
(k) e frequéncia (w) angulares, apresentadas na Secao 1.3, respectivamente, sao

conforme se apresenta abaixo:

fi = 196 Hz (frequéncia fundamental)
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L = 64,0 cm (comprimento da corda)

A =1,8%L = 1,15 cm (amplitude)

2L .
A= = 21,3 cm (comprimento de onda)
f =nf; = 1,18 kHz (frequéncia)

T =—= 0,850 ms (periodo)

~ |

v = Af = 251 m /s (velocidade de propagagao)

Vs
k = o= 29,5 rad / m (numero de onda angular)

s
W= = 7,39 x 103 rad / s (frequéncia angular)

Utilizando os valores obtidos acima, a equacéo do pulso fica:

1,15x 107? m
(29,5rad / m)x — (7,39 x 103 rad / s)t]? + 1

y(x, t) = [ (4.2)

Na Figura 10a € apresentado o grafico da funcao pulso, descrita acima, para
diferentes instantes, e na Figura 10b é mostrado o pulso se deslocando, no tempo

t = 0,272 ms, entre o inicio e a metade da corda.

Adicionalmente, a titulo de curiosidade, uma vez que nao se encontram com
facilidade informacgdes adequadas sobre a densidade linear (u) de cordas de nylon,
pode-se estima-la por meio da aplicacdo da equacao 1.8, conforme segue:

Ft mafg
,uzﬁz ) =0,833g/ m

Como primeira parte do estudo, procurou-se fazer a demonstracao de que a
funcdo de onda do pulso satisfaz a equacao da onda linear. Dessa forma, seguiram-
se 0s passos descritos abaixo:

(i) Derivou-se, por duas vezes, em relacdo a posicao x, a equacéo 3.1:

0%y 3(kx — wt)? -1
ok {[(kx —wt)? + 1]3} (+3)
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Figura 10 - Gréafico da funcéo pulso: a) para diferentes instantes; b)

deslocando-se na corda.
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b)
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Fonte: Do autor (2021).

(ii) Derivou-se, por duas vezes, em relacdo ao tempo t, a equacao 3.1:

0%y 5 3(kx — wt)? — 1
ez =@ {[(kx — wt)? + 1]3} (44)
(i) Multiplicou-se a equagéo 4.4 por 1/v?:
0%y 1 2 3(kx — wt)? — 1
Oy 1 o), 3txz et (4.5)
otz vz v? [(kx — wt)? +1]3

Como k = w/v, das equacdes 4.3 e 4.5, tem-se:

9%y 1 0%y
oxZ 2oz (4.6)
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em que é a equacdo da onda linear. Dessa forma, se verifica que ndo somente as
funcdes de onda harménicas (formadas pela combinacdo de senos e cossenos,
conforme apresentado na Sec¢do 1.3) satisfazem a equacdo da onda linear, mas
qualquer sinal que tenha a caracteristica de uma onda linear, ou seja, que satisfaca

0 principio da superposicdo de ondas (Secao 1.2).

A segunda parte do estudo foi a modelagem por SF do pulso de onda,
utilizando o MAN. Para tal, escolheu-se o instante t = T/2 = 0,425 ms e decidiu-se
utilizar dez harmdnicos na série, pois foi a quantidade para a qual os resultados
obtidos ja apresentaram uma aproximacdo muito boa. Por conseguinte, as demais
aplicac6es da modelagem por SF, apresentadas nas proximas Sec¢fes, seguem este

mesmo padréo de dez harmonicos.

Fazendo uma adaptacéo das equacdes 1.32, 1.33 e 1.34, para 0 comprimento

de repeticdo 21 = A, obtém-se:

10
a
F(x) = 70 + z [a,, cos(nkx) + b, sen(nkx)] (4.7)
n=1
) 1
a, = Zf y(x,t) cos(nkx) dx, n=20,12,..,10 (4.8)
0

p)
2
b, = If y(x,t) sen(nkx) dx, n=12..,10 (4.9)
0

Substituindo a funcdo pulso 4.1 nas equacgbes 4.8 e 4.9 e calculando a,

separadamente, tem-se:

(4.10)

yl
_ZJ A d
% =7 (kx — wt)?+1 x
0

a, cos(nkx)dx, n=1,2,..,10 (4.11)

1

_ZJ A

A) (kx—wt)2+1
0

2
\ _Zf A
"A) (kx—wt)2+1
0

sen(nkx)dx, n=12,..,10 (4.12)
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Dada a dificuldade para se efetuar a integracao analitica das equacdes 4.11 e
4.12, uma vez que foram tentadas diferentes técnicas, inclusive com o auxilio de
tabelas de integrais, mas ndo se obteve sucesso, realizou-se a integracdo analitica
apenas de 4.10 e se aplicaram duas técnicas de integracdo numérica distintas para a
obtencado dos coeficientes a,, e b,,. Dessa forma, realizando a integracdo analitica da

equacao 4.12, obtém-se:
A
o =— [arctg(2m — wt) + arctg(wt)] (4.13)

Para o instante t = T/2 = 0,425 ms, a SF 4.7, ja com o valor calculado de a,,

fica:

nm
F(x) =0,463 + z [an cos (10 o > + b, sen (10‘65x>] (4.14)

Para o calculo das integrais das equacdes 4.11 e 4.12, como forma de teste
de aproximacao, utilizaram-se os seguintes métodos: (i) somatério discreto, dividindo
o comprimento de onda em 100 partes iguais; (i) aproximacdo numérica por
trapézios. Utilizando o somatdrio discreto, as equacdes 4.11 e 4.12 podem ser

reescritas da seguinte forma:

cos(nkx;)

=—Zy(xu t) cos(nkx;) = N LT — 007 +1 (4.15)
sen(nkx;)

by, NZy(xl, t) sen(nkx;) = N (kx w02 1 (4.16)

nas quais N (=100) é o numero total de dados contidos no comprimento de
repeticdo 21 = 4 e y(x;,t) sdo os valores da funcao pulso pela aplicacdo de cada x;

entre 0 e A, para um determinado instante t.

Na Tabela 2, seguem os valores dos coeficientes da SF, obtidos por meio das

equacdes 4.15 e 4.16, parat =T/2 =0,425msen = 1a 10.
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Tabela 2 - Coeficientes da SF, obtidos pelas equagbes 4.15 e 4.16, para
t=T/2 =0,425 ms.

n an b,

1 —-0,441 0,00
2 0,148 0,00
3 —5,86 x 1072 0,00
4 2,07 X 1072 0,00
5 -7,09 x 1073 0,00
6 3,87 x 1073 0,00
7 2,72 x107* 0,00
8 1,87 x 1073 0,00
9 1,47 x 1073 0,00
10 1,75 x 1073 0,00

Fonte: Do autor (2021).

Na Figura 11, sdo apresentados os graficos da funcdo pulso original
(4.1) e da SF (4.14), gerada pelo calculo dos coeficientes a, e b, por meio das
equacbes 4.15 e 4.16. Adicionalmente, sdo apresentados, na Figura 11 (canto
superior direito), os resultados da regressao linear por minimos quadrados, por meio
da equacdo de regressdo (y = ax + b) e do coeficiente de determinagdo (r2) entre
os valores calculados pela funcdo pulso (4.1) e aqueles obtidos pela SF (4.14). Os
resultados ideais ocorrem quando os coeficientes angular (a), linear (b) e de
determinacdo séo iguais a, respectivamente, 1,0, 0,0 e 1,0. Dessa forma, por meio
da Figura 9, verifica-se que a modelagem, via calculo numérico, utilizando o
somatorio discreto para os coeficientes a, e b,, apresentou um resultado bastante
aproximado da funcdo original, tanto visualmente quanto pelos valores dos

coeficientes de regressdo: a = 0,986, b = 0,007 e r? = 1,000.
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Figura 11 - Gréaficos da funcéo pulso original e da SF gerada via MAN por

somatorio discreto.
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Fonte: Do autor (2021).

Utilizando o segundo método numérico escolhido para efetuar o calculo das

integrais 4.11 e 4.12, isto €, a aproximacao por trapézios, pode-se reescrevé-las da
seguinte forma:

l

N
Xi — Xi_
an = Z[y(xi, t) cos(nkx;) + y(x;_q, t) cos(nkx;_1)] (12—”)
=1
2 cos(nkx;) N cos(nkx;_q) (x; —x5-1)
T2 (kxi —wt)?+1  (kx;_; —wt)>+1 2

NgE

L

Il
[y

(4.17)

~.

N
by = ) [yCep ) sen(ukx) + y(xi_y, ) sen(ukex; )]

(x; — xi-1)

2
2

B sen(nkx;) N sen(nkx;_;) (x; —x5-1)
A La|(kx; —wt)?2 +1

(kxi—1 —wt)?2 +1 2 (4.18)
l

NgE

Il
[y

nas quais N (=100) é o numero total de dados contidos no comprimento de

repeticdo 2/ = A (gerando 100 areas de trapézio) e seus valores s&o calculados para
cada x; entre 0 e A, para um determinado instante t.

Na Tabela 3, seguem os valores dos coeficientes da SF, obtidos por meio das
equacdes 4.17 € 4.18, parat =T/2 =0,425ms e n = 1a 10.
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Tabela 3 - Coeficientes da SF, obtidos pelas equacgbes 4.17 e 4.18, para
t=T/2 =0,425 ms.

n an b,

1 —0,448 0,00
2 0,148 0,00
3 —6,13 x 1072 0,00
4 1,88 x 1072 0,00
5 -9,28 x 1073 0,00
6 1,79 x 1073 0,00
7 -1,85%x 1073 0,00
8 —2,28 x 107* 0,00
9 -6,31x 107* 0,00
10 —3,47 x 107* 0,00

Fonte: Do autor (2021).

Na Figura 12, sdo apresentados os graficos da funcéo pulso original 3.2 e da
SF 3.13, gerada pelo calculo dos coeficientes a,, e b,, por meio das equacdes 3.16 e
3.17, juntamente com os resultados da regresséo linear por minimos quadrados (y =
ax + b e r?). Assim, verifica-se que a modelagem, via calculo numérico por método
dos trapézios, apresentou um resultado praticamente correspondente a funcéo
original, pois os valores dos coeficientes de regressao, que foram: a = 1,000, b =
0,000 e r2 =1,000, sdo os melhores resultados possiveis. Portanto, apesar do
método por somatério discreto resultar numa aproximag¢do muito boa da funcéo
original, o método dos trapézios provou ser mais adequado, quando se busca uma
melhor representacdo da fungédo de interesse. Este ja era um resultado esperado,
pois 0 erro associado a aproximacao por somatorio discreto €, geralmente, maior
que pelo método dos trapézios, uma vez que o0 calculo dos subintervalos das

integrais se da por meio de retangulos.
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Como resultado desse teste, quando se discutirem métodos que envolvam
calculo numérico das integrais dos coeficientes da SF, nas proximas Secoes, tera

sido utilizada a integracdo numérico pelo método dos trapézios.

Figura 12 - Graficos da funcéo pulso original e da SF gerada via MAN por

método dos trapézios.
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Fonte: Do autor (2021).

4.2 MODELAGEM MATEMATICA DO SOM COLETADO DA FLAUTA DOCE

O audio da nota Sol foi capturado e expresso conforme se apresenta na
Figura 13. O tempo total de reprodugdo do som selecionado foi de,
aproximadamente, quatro segundos, sendo o suficiente para que o sinal pudesse ser

analisado com o grau de detalhamento adequado.

Para a estimativa da frequéncia (f), a partir dos dados coletados, foi
selecionado o intervalo entre 2,94 e 2,95 s, conforme se mostra na Figura 14. Para
este intervalo contaram-se, aproximadamente, sete repeticdes de sinal (oscilacdes)
inteiras e uma quase completa. Para calcular a frequéncia, dividiu-se o numero de
oscilacbes (aproximadamente 7,8) pelo intervalo de tempo (2,95-294 =

1,00 x 1072 s), resultando no valor aproximado da frequéncia da nota, ou seja:

7,8

= Toox 102 /80Hz

f
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Figura 13 - Audio capturado pelo software Audacity da nota Sol (783 Hz) da

flauta doce.
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Fonte: Do autor (2021).

Figura 14 - Grafico das repeticdes de sinal da nota Sol (783 Hz) num intervalo

de 1,00 x 102 s com aproximadamente 7,8 oscilagdes.
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Fonte: Do autor (2021).

Com o valor de frequéncia, obtido acima, e informacfes adicionais sobre as
caracteristicas médias do ar da cidade de Manaus (como temperatura e massa
especifica), é possivel se estimar outras grandezas associadas a propagacao da
onda sonora gerada pelo toque da nota Sol em andlise. Utilizando a equacédo 1.12 e
o valor da temperatura média anual da cidade de Manaus (8 =27,0°C)%, a

velocidade de propagacao dessa onda sonora é igual a:

6 INMET.Instituto Nacional de Meteorologia «Banco de dados meteoroldgicos». Disponivel em:
<https://pt.wikipedia.org/wiki/Predefini%C3%A7%C3%A30:Tabela_clim%C3%Altica_de_Manaus>

Acesso em: 14 de novembro de 2020.
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=331- [1+ 27,0 = 347
v= 27315~ A/ m/s

Dessa forma, pela equagéo 1.4, o comprimento de onda é:

/1_17_347_445
“FT 780 M

Adicionalmente, com os valores minimo e maximo de intensidade registrados
pelo Audacity (em decibéis), pode-se fazer o calculo dessas intensidades em W /
m?, por meio da equacdo 1.6 e obter as amplitudes minimas e maximas em termos
de deslocamento e presséo, utilizando as equacdes 1.17 e 1.19. Para o sinal
coletado da nota Sol tocada pela flauta doce, os valores minimo e maximo de
intensidade foram, respectivamente, B, = 65,68dB € B = 111,29 dB. Dessa
forma, tem-se, para as intensidades, em W/ m?, os seguintes valores minimo e

maximo:

65,68
8 Lpin = 1071210710 = 3,70 uyW / m?
I =1,1010 =

111,29

Lpyax =1072-10710 = 134 mW / m?
Considerando a massa especifica do ar para o nivel do mar, a uma
temperatura de 27,0°C e umidade relativa de 80,0% (p = 1,16 kg/ m3)’, como
representativa para o ar da cidade de Manaus, as amplitudes, em termos de

deslocamento e pressédo, minimas e maximas, respectivamente, sao iguais a:

(5 __ 1 [2zroxi0
1 121 1 |21 min = 5780 116-347 <00
S=—|—=z— |—=1
w(pv  2nfpv 1 [2-134x10-1
Smax = ’ = 5,27
"™ T 2w 780 1,16 347 pm

7 A., Picard, R.S., Davis, M., Glaser and K., Fujii (CIPM-2007). Revised formula for the density of
moist air. Disponivel em: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Densidade_do_ar>. Acesso em: 28 de junho de
2021.
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APy, = 1,16 - 347 - 2 - 780 - 2,77 X 10~° = 5,46 mPa
AP = pvwS = pv2nfS =
APy = 1,16 - 347 - 2m - 780 - 5,27 X 107 = 10,4 Pa

4.2.1 INTERPOLACAO LINEAR DO SINAL

A utilizacdo da SF, por meio do método analitico, necessita de, pelo menos,
uma funcdo (ou um conjunto delas) que descreva a oscilacdo do sinal para um
determinado periodo e, assim, ser possivel obter os coeficientes e escrever a
expressdo da série. Visualmente, o sinal coletado da nota Sol da flauta doce, e
separado na Figura 15, tem caracteristicas semelhantes a uma senoide, e as suas
pequenas diferencas, em relagdo a funcdo seno, determinam o seu timbre,

distinguindo a flauta de outros instrumentos.

Para a obtencdo das funcBes a serem utilizadas para o célculo dos
coeficientes da SF, foram realizadas interpolagbes lineares do sinal em

determinados intervalos através do periodo (T).

Figura 15 - Graficos do sinal capturado do som da flauta doce: a) sinal original;
b) sinal com segmentos para interpolacéo linear.
a) b)

i [T— Y
aw A

Fonte: Do autor (2021)

A Figura 15b mostra como cada interpolacao foi definida para cada intervalo
de tempo entre 0 e T. A interpolacgéo linear foi escolhida como um meio mais simples
de se calcularem as integrais dos coeficientes de Fourier, dadas pelas equacdes

1.33 e 1.34, e em razdo de os erros relacionados a interpolagdo apresentarem
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valores absolutos pequenos (por causa do expoente 1), algo que ndo ocorreria se se

utilizassem interpolacdes quadraticas ou exponenciais.

Para uma visualizagdo mais organizada dos dados e resultados e a
simplificacdo nos procedimentos de calculo, os valores de tempo e amplitude do
sinal coletado foram adaptados. Dessa forma, o tempo € apresentado em décimo de
milésimo (107*) de segundo, e a amplitude em centésimo (1072) de unidade
arbitraria (ua — unidade apresentada pelo Audacity, conforme descrito na Secéo 3.2).
Essa forma de apresentacdo de dados e resultados sera mostrada daqui para frente

no trabalho, nas equacdes, nos gréaficos e nas tabelas.

A interpolacdo foi realizada a partir dos dados exportados do Audacity e
salvos em documento de texto simples (.txt). Buscando melhores resultados,
aproximou-se tanto quanto se podia as interpolacdes lineares dos segmentos do
gréafico original do sinal. A obtencao das funcdes interpoladoras se deu por meio das
ferramentas do software pago Microsoft Excel. Primeiramente, gerou-se um gréfico
de dispersdo com os dados coletados e, posteriormente, adicionou-se uma linha de
tendéncia, marcando a opc¢do de exibicdo da equacao de regressao no gréfico,
juntamente com o coeficiente de determinagéo (r?), para se verificar o ajuste da reta

ao conjunto de dados selecionado.

As funcbes j;,(t), obtidas por meio de interpolacdo linear, para sete
diferentes intervalos de tempo entre 0 e o periodo T (=12,2x10"*s), como
aproximacédo do sinal g(t) da flauta, sdo da forma apresentada abaixo, com seus

respectivos coeficientes lineares e angulares dados na Tabela 4.
jix(@® = A, +Byt,  k=1,2,3..7 (4.19)

Na Tabela 5, sdo apresentados os valores dos limites (que definem os
intervalos de tempo) para cada uma das sete fun¢des interpoladoras, utilizados, na

proxima Secéo, para o calculo dos coeficientes da SF.

7

Na Figura 16, é apresentado o grafico com um ciclo do sinal, q(t),
originalmente coletado da flauta e as func®es interpoladoras, j;,(t), para cada
intervalo de tempo, juntamente com os resultados da correlagéo entre os dados e as

fungdes (coeficientes angular e linear da equacao no grafico e r2).



Tabela 4 - Valores dos coeficientes angular e linear das funcdes

interpoladoras.

k Ay By,

1 -0,619 11,6
2 76,8 -10,9
3 35,2 —-1,63
4 163 —25,8
5 72,9 -11,8
6 —108 7,44
7 —299 24,0

Fonte: Do autor (2021).

Tabela 5 - Limites de intervalos de tempo para as fungdes interpoladoras.

k tr—q (X 107*s) tr (X 107%*s)
1 0,0 3,4
2 3,4 4,5
3 4,5 5,4
4 5,4 6,6
5 6,6 9,5
6 9,5 11,6
7 11,6 12,2

Fonte: Do autor (2021).
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Figura 16 - Gréafico do sinal coletado e das funcdes interpoladoras de primeiro

grau para a flauta.

40 * Sinal Coletado

L]
\ —Fungbes Interpoladoras
-,

j1() = 0,997q(¢t) + 0,000

20 -
r? =10,997

10 -

10 12

-10 -

Amplitude (x10°2 ua)
N
=y

-20

-30 -

.40 -

Fonte: Do autor (2021).

4.2.2 METODO ANALITICO

Utilizando as fungdes de primeiro grau 4.19, com seus coeficientes angulares
e lineares apresentados na Tabela 4, o célculo dos coeficientes da SF, a partir das

equacodes 1.36 e 1.37, fica da seguinte forma:

T 7tk
2 2
a, = 7] f(t) cos(nwt)dt = TZ J J1k(t) cos(nwt)dt, n=10,1,2,3, ...
0 k

=1tp_4

tk

7
2
= TZ f (Ag + Bit) cos(nwt)dt, comty =0e t; =T (4.20)

k=1t,_4

T 7l
2 2
b= [ F@sentronde =2 [ ju@senronyde, n=1,23,..
0

k=1t 4

7
2
= TZ f (A + Bit) sen(nwt)dt, comty, =0e t; =T (4.21)
k=1t
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Apo6s o célculo das integrais 4.20 e 4.21, os coeficientes sdo dados pelas

seguintes equacdes:

7
2 B,
ap = TZ [Ak(tk — 1) + > (ti — ti-1) (4.22)
k=1
2 (A
a, = ?kzl {E [sen(nwt;) — sen(nwty_q)]

By
+—[t sen(nwt
— | tusen(nat)

1
— ty_1sen(nwt,_,) + — (cos(nwty) — cos(no)tk_l))]}

(4.23)
7
2 (Ag
b, = TZ {% [cos(nwty_,) — cos(nwty)]
k=1
4 B [t (nwte_q)
o k—=1COS\NWTlk_1
1

— ticos(nwty) + — (sen(nwty) — sen(na)tk_l))]}

(4.24)

Para as quais t, = 0et, = T. Por conseguinte, a SF para esta modelagem
com funcgdes de primeiro grau, utilizando a equacgdo 1.35 e considerando dez

harménicos, assume a seguinte forma:

nm
6,1

nm
t) + b, sen (

61 t)] (4.25)

10
F(t) =0,134 + Z [an cos(
n=1

Na Tabela 6, seguem os valores dos coeficientes da SF paran = 1a 10.

Na Figura 17, é apresentado o grafico com a SF, gerada analiticamente, em
comparacao ao sinal coletado, assim como os resultados da correlacdo entre a SF
obtida por MA e o sinal (coeficientes a = 0,995, b = 0,024 e r? = 0,997), verificando-

se uma excelente correspondéncia entre 0 modelo matematico obtido e os dados.



Tabela 6 - Coeficientes da SF para o sinal da flauta pelo MA.

n an by

1 -7,75 34,1

2 0,257 —6,38 x 1072
3 1,38 0,836

4 0,216 —6,55 x 1072
5 —6,63 X 1072 2,53

6 —4,64 x 1072 —0,196

7 1,25 0,568

8 —0,149 0,260

9 7,90 x 1072 0,201

10 0,222 0,253

Fonte: Do autor (2021).

Figura 17 - Grafico do sinal coletado e da SF obtida pelo MA para a flauta.
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Fonte: Do autor (2021).
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4.2.3 METODO ANALITICO-NUMERICO

Pode-se gerar uma nova SF, combinando-se as func¢des analiticas 4.19,
geradas pela interpolacao linear do sinal, e segundo método numérico utilizado para
a solucéo das integrais dos coeficientes da SF, apresentado e testado na Secéao 4.1,
OuU Seja, a aproximacao por trapézios. Essa combinacdo de funcdo analitica com
solucdo numérica das integrais 1.36 e 1.37, para o calculo de a, e b,, € 0 que se
convencionou chamar de MAN, conforme mencionado na Sec¢do 3.3. Sendo assim,
dividindo-se o periodo T (=12,2x107*s) em N (= 122) passos, de mesmo
tamanho (At = T/122), os coeficientes da SF, aplicando o MAN nas equacdes 1.36

e 1.37 e apresentando a, separadamente, sdo dados por:

2 (t; —ti—1)
Qo = Fz[(‘qk + Biet;) + (Ax + Bkti—1)]T (4.26)
i=1
N
2 (t; — ti—1)
an = 72[(Ak + By t;) cos(nwt;) + (Ax + Byti_1) cos(nwt;_,)] — (4.27)
i=1
N
2 (t; — ti—1)
b, = TZ[(A,( + By t;) sen(nwt;) + (Ay + Biti—1) sen(nwt;_,)] — (4.28)

i=1

para as quais os valores de k, que variam de acordo com a funcéo interpoladora
especifica para cada intervalo de tempo, sdo dados na Tabela 7, com os respectivos

valores iniciais e finais do indice i (Que representa cada passo de integracao).

Como resultado do MAN, considerando dez harménicos, a SF assume a

seguinte forma:

PO = 0112+ [encos (22) by sen (22| 129
=0, 1ancos 61 n SEN 61 (4.29)
n=

Na Tabela 8, seguem os valores dos coeficientes da SF paran = 1 a 10.



Tabela 7 - Valores iniciais e finais do indice i para cada k das fun¢des

interpoladoras de primeiro grau.

k i

1 1a34
2 35a45
3 46 a 54
4 55 a 66
5 67 a 95
6 96 a 116
7 117 a 122

Fonte: Do autor (2021).

Tabela 8 - Coeficientes da SF para o sinal da flauta pelo MAN.

n a, b,

1 -7,72 34,1

2 0,256 —5,73 x 1072
3 1,41 0,816

4 0,199 —8,55 x 1072
5 —7,63 X 1072 2,53

6 —3,01x 1072 -0,194

7 1,24 0,567

8 -0,132 0,224

9 3,76 X 1072 0,207

10 0,240 0,253

Fonte: Do autor (2021).
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Na Figura 18, € apresentado o grafico com a SF, obtida pela aplicacdo do
MAN, em comparacéo ao sinal coletado, além dos resultados da correlacdo entre a
SF-MAN e o sinal (coeficientes a = 0,995, b = 0,004 e r? = 0,997), obtendo-se uma
correspondéncia muito alta entre o modelo matematico resultante e os dados.
Adicionalmente, observa-se que esse resultado € muito proximo ao obtido pela
aplicacdo do MA, com valores dos coeficientes a, e b, muito parecidos entre os
meétodos, conforme se verifica pela comparacéo das Tabelas 7 e 8, e coeficientes de
regressdo praticamente idénticos, havendo, apenas, uma melhora no coeficiente
linear (de 0,024 do MA para 0,004 do MAN), conforme se verifica pela comparacao

entre as Figuras 17 e 18.

Figura 18 - Grafico do sinal coletado e da SF obtida pelo MAN para a flauta.
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Fonte: Do autor (2021).

4.2.4 METODO OBSERVACIONAL-NUMERICO

O terceiro método, utilizado para se obter a SF do sinal coletado do som da
flauta, aplica, diretamente, os valores dos dados, q(t), como a funcdo f(t) nas
equacdes 1.36 e 1.37, e, novamente, se usa 0 método dos trapézios para se
calcularem as integrais dos coeficientes da SF. Exatamente em razdo dessa
combinacdo de dados (valores observados — q(t)) com calculo numérico das

integrais, convencionou-se chama-lo de MON.
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Seguindo uma metodologia semelhante ao MAN, apenas com a substituicao
das func¢des analiticas j;,(t) pelos valores observados do sinal coletado q(t), nas

equacoes 4.26, 4.27 e 4.28, os coeficientes da SF sdo dados por:

2 (=t
REYCRYICRY it (430)
a, = T;[q(ti) cos(nwt;) + q(t;—1) cos(nwt;_,)] (Q_ZJ (4.31)
b, = ;Z[q(ti) sen(nwt;) + q(t;—1) sen(nwt;_,)] m_Tw (4.32)

Ao se aplicar o MON (dez harménicos), obtiveram-se a SF (4.33), com o valor

de a, ja aplicado, e os demais coeficientes (n = 1 a 10) apresentados na Tabela 9.

S nm nm

F(t) =937x1072 + z [an cos (— t) + b, sen (— t>] (4.33)
4 6,1 6,1

n=

Tabela 9 - Coeficientes da SF para o sinal da flauta pelo MON.

n a, b,

1 -7,71 34,2
2 0,317 —0,300
3 0,962 0,477
4 0,388 0,207
5 0,848 2,08
6 -0,439 -0,526
7 1,25 1,13
8 3,75 x 1072 0,123
9 0,378 0,251
10 —5,54 x 1072 0,330

Fonte: Do autor (2021).
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Na Figura 19, é apresentado o grafico com a SF, resultante do MON, em
comparacao ao sinal coletado do som da flauta, acompanhado com os resultados da
correlacdo entre a SF-MON e o referido sinal (coeficientes a = 0,998, b = —0,012 e
%2 =0,999), obtendo-se a melhor correspondéncia entre modelo matematico e

dados do trabalho, para o sinal da flauta.

Figura 19 - Grafico do sinal coletado e da SF obtida pelo MON para a flauta.
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Fonte: Do autor (2021).

4.2.5 MODELO HARMONICO SIMPLES

Ao se observar, com atencéo, o grafico do sinal coletado do som emitido pela
flauta, q(t), como mostrado nas Figuras 16 a 19, verifica-se que o seu formato se
aproxima da forma de uma fungcdo seno. Adicionalmente, ao se conferir os valores
dos coeficientes de Fourier, por meio das Tabelas 6, 8 e 9, observa-se que 0s
valores de a; e, especialmente, b;, sdo proporcionalmente bem maiores que 0s
outros coeficientes, indicando o dominio do primeiro harménico e da semi-série de
senos na decomposicdo do sinal. Dessa forma, resolveu-se testar a aproximacao da
SF, utilizando o MON, com apenas o primeiro harmdnico, caracterizando, assim, a
modelagem por Modelo Harménico Simples (MHS). Consequentemente, pode-se

escrever a SF, para apenas um harménico da seguinte maneira:

a
Fi(t) = 70 + a, cos(wt) + b, sen(wt) (4.34)
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Reescrevendo a equagéo 3.34 na forma mais usual do MHS apresentada na
literatura de Fisica Basica (como, por exemplo, em HALLIDAY ET AL., 2012),

enfatizando a funcao seno, fica-se com:
h,(t) = h + H sen(wt + @) (4.35)

na qual h, H e ¢ representam, respectivamente, o valor médio, a amplitude e a

constante de fase do sinal e se relacionam com as variaveis da equacao 4.35 por:

_ a a
h==", H= [a?+b? e ¢ =arctan (—1>
2 \ b,

Dessa forma, utilizando os valores calculados, a equacéao 3.35 fica:

T
h,(t) = 9,37 X 1072 + 35,1 sen (6 1 t— 0,221) (4.36)

)

A Figura 20 mostra o grafico para esta modelagem, por meio da qual se
verifica que a oscilacdo senoidal apresenta fase e amplitude bem préximas as do
sinal coletado. Além disso, apesar da simplicidade do método, os resultados da
correlacdo entre o MHS e o sinal (coeficientes a = 0,991, b = —0,081 e 2 = 0,990),
apresentam uma correspondéncia surpreendentemente boa, mostrando a validade

dessa modelagem matematica simplificada.

Figura 20 - Grafico do sinal coletado e da modelagem por MHS para a flauta.
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Fonte: Do autor (2021)
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4.3 MODELAGEM MATEMATICA DO SOM COLETADO DO VIOLAO

Com a reproducédo da nota Sol no violao, foi obtida a representacéo gréafica do
sinal coletado do som pelo programa Audacity em um intervalo de tempo de

gravacao de trés segundos, nas condi¢des ja comentadas na Secao 3.3.

Figura 21 - Captacédo da nota Sol (196 Hz) emitida pelo violao.
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Fonte: Do autor (2021).

Para o estudo do som do violdo, foi selecionada uma parte do sinal que se
manteve com periodicidade constante, isto €, na fase de sustentacdo (conforme
Covo, 2016) e, portanto, mais favoravel a modelagem. Como se pode observar na
Figura 21, o som perde a sua intensidade ao longo do tempo (decaimento),
modificando, por consequéncia, o formato do sinal. A Figura 22 ilustra a parte

selecionada para a aplicacdo dos métodos para a obtencéo da SF.

Figura 22 - Sinal coletado do violdo na fase de sustentacdao.

,[\/\[\/\/\A/\/\ /\V\/\/\/\/\n/\n/\m
VOV VY VY YV VY

Fonte: Do autor (2021).
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Realizando a mesma andlise, apresentada na Secao 4.2 para a flauta, pode-
se obter a velocidade de propagacdo da onda sonora emitida pela nota Sol do
violdo, através da equacédo 1.12, conhecendo o valor da temperatura média da
cidade de Manaus 8 = 27,0 °C, resultando em v = 347 m /s (calculado na Secéo
4.2). Com a frequéncia da referida nota, isto é, f =196 Hz, e velocidade de
propagacéo obtida, pode-se calcular, por meio da equacdo 1.4, o comprimento da

onda, cujo resultado é:

v 34T
“FfT 196 1M

Tendo-se coletado os valores minimo e maximo de intensidade, em decibéis,
através do programa Audacity, efetuou-se o célculo dessas intensidades em W / m?,
pela equacdo 1.6, e obteram-se as amplitudes minimas e maximas, em termos de
deslocamento e pressao, utilizando as equacfes 1.17 e 1.19. Os valores de minimo
e maximo de intensidade para o sinal coletado do violdo foram g,,,, = 66,69 dB e
Pmax = 107,79 dB. Dessa forma, tem-se, para as intensidades, em W /m?, os

seguintes valores minimo e maximo:

66,69
8 Lpin = 1071210710 = 4,67 yW / m?
I =1,1010 =

107,79

Lyix = 1072-10710 = 60,1 mW / m?
Levando em consideracdo a massa especifica do ar para o nivel do mar, a
uma temperatura de 27,0 °C e umidade relativa de 80,0 % (p = 1,16 kg / m3), como
representativa para o ar da cidade de Manaus, as amplitudes, em termos de

deslocamento e pressdo, minimas e maximas, respectivamente, sdo iguais a:

( 1 Jz 4,67 x 10-6

Smin = =124
1 21 1 |21 min = 57196 | 1,16 - 347 nm
S=— Pyl — =4
wypv  mfpv 1 \/2-0,601><10‘1

S . = = 1,40
7™ T 27196 | 1,16 347 Hm

AP, = 1,16+347 - 2w - 196 - 1,24 x 107° = 0,61 mPa
AP = pvwS = pv2nfS =
AP = 1,16-347 - 2w+ 196 - 1,40 X 107 = 0,69 Pa
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4.3.1 INTERPOLACAO QUADRATICA DO SINAL

Assim como na interpolacéo do sinal da flauta, descrita na Secédo 4.2.1, houve
a necessidade de, pelo menos, uma funcdo analitica que descrevesse o sinal
coletado do som emitido pelo violdo para, dessa forma, ser aplicada nas equacdes
para o calculo dos coeficientes da SF. Destarte, analisando-se, visualmente, o
grafico do referido sinal (Figura 23), verificou-se a viabilidade de se realizar sua
interpolacdo por meio de func¢des de segundo grau, dividindo-o em quatro diferentes
intervalos de tempo, entre 0 e o periodo T. A interpolagdo quadratica foi selecionada
em razdo dos segmentos escolhidos se assemelharem muito a parabolas, mesmo
com a desvantagem desse tipo de interpolagcéo (segundo grau) apresentar erros que
tendem a valores absolutos maiores (poténcia dois) do que aqueles que surgem no

processo de interpolacéo linear (poténcia um).

Utilizou-se a mesma adaptacdo, adotada para o sinal da flauta, para a
apresentacao dos valores de tempo e amplitude para os dados coletados do violdo.
Sendo assim, o tempo é expresso em décimo de milésimo (10™*) de segundo, e a
amplitude em centésimo (1072) de ua (unidade arbitraria, ja comentada nas Secées
3.2e4.2.1).

ApOs a coleta dos dados pelo programa Audacity e a exportacdo, em
documento no formato de texto (.txt), os valores foram inseridos em uma planilha do
software Excel, extraindo dela o grafico de dispersdo e determinadas as funcdes
interpoladoras através da funcéo linha de tendéncia. As fungdes j,,(t), obtidas por
meio de interpolacdo quadrética para quatro diferentes intervalos de tempo entre 0 e
o periodo T (= 50,8 x 10™*s), como aproximacdo do sinal do violdo, sdo da forma
apresentada abaixo, com seus respectivos termos livres, e coeficientes lineares e

quadraticos dados na Tabela 10.
Jor () = Ay + Byt + Cit?, k=1,234 (4.37)

Na Figura 23, sdo apresentados os graficos, respectivamente, de um periodo
de repeticdo do sinal coletado do som emitido pelo violdo e das funcgdes

interpoladoras, para cada um dos quatro intervalos de tempo definidos.
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Tabela 10 - Valores dos coeficientes linear, angular e termo independente das

funcdes interpoladas.

k Ay By Cy

1 2,64 11,8 —0,742
2 291 —28,7 0,627
3 ~1,37 x 103 79,5 ~1,14
4 1,21 x 103 ~56,0 0,630

Fonte: Do autor (2021).

Figura 23 - Grafico do sinal coletado e das fung¢des interpoladoras de segundo
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Fonte: Do autor (2021).

Na Tabela 11, sdo apresentados os valores dos limites (que definem os

intervalos de tempo) para cada uma das quatro funcdes interpoladoras, utilizados

para o calculo dos coeficientes da SF, pelo MA, conforme descrito na proxima

Secao.
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Tabela 11 - Intervalo de tempo para cada funcéo interpoladora.

k tr_1 (X 107%5) tp (X107%*5s)
1 0,00 16,1
2 16,1 31,5
3 31,5 37,4
4 37,4 50,8

Fonte: Do autor (2021).

4.3.2 METODO ANALITICO

Utilizando as funcdes de segundo grau, dadas pela equacdo 4.37, cujos
valores dos coeficientes sdo apresentados na Tabela 10, o calculo dos coeficientes
da SF fica da seguinte forma:

T 4tk
2 2
a, = 7] f(t) cos(nwt)dt = 72 f Jak () cos(nwt)dt, n=20,123,..
0

k=1t¢,_,

tk

4
2
= TZ f (Ak + Bkt + thZ) cos(na)t)dt, comty = 0 e ty = T (438)

k=1t,_4

T 7tk
2 2
bn =7 j f(®) sin(ratydt = TZ j Jar(8) sin(nwt)dt,  n=0,123,..
0 k

=ltp_4

4tk
2
= TZ f(Ak + Byt + Cyt?) sin(nwt)dt, comty, =0 e t, =T (4.39)
k=1¢,_,
Apés o célculo das integrais, os coeficientes sdo dados pelas seguintes

equacoes:

4
2 By Cp
ap = TZ [Ak(tk —tg-1) + > (t —ti_y) + 3 (tk — tiy) (4.40)
k=1
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2 Z“ A |
a, == — [sin(nwty) — sin(nwty_;)]
k=1
+B"[t'(t)t in(not_y) + — (cos(not,) (t))]
— 5 |tesin(noty k-18In(nwty_y) + = (cos(nwty) — cos(nwty—
Cr
+ — | tAsi t
nw[ wsin(nwty)
2 : 2
— ti_ysin(nwty_q1) + — ti cos(nwty) — ti_4 cos(nwty_;)
1 .
+ — (sin(nwt;) — sm(nwtk_l))>l}
nw

(4.41)

b, = —Z {f—:) [cos(nwty_,) — cos(nwty)]

B 1
4 [tk_lcos(nwtk_l) — tycos(nwty) + — (sin(nwty) — sin(na)tk_l))]
nw nw
C
+ —|tZ_,cos(nwt
G it oty
2 2 : :
— ticos(nwty_1) + —| ti sin(nwty) — ti_; sin(nwty_,)
nw
1
+ — (cos(nwty) — cos(nwty_;))
nw

(4.42)

Para as quais t, = 0et, =T. Por conseguinte, a SF para esta modelagem
com fungbes de segundo grau, utilizando a equacdo 1.35 e considerando dez

harménicos, assume a seguinte forma:

F(t) = -0,890 N (nn t) b,, si (nn t) 4.43
(t) = -0, +Z[ancos 254 + b, sin 254 ] (4.43)
n=

Na Tabela 12, seguem os valores dos coeficientes da SF paran =1a10. Na
Figura 24, é apresentado o grafico com a SF, gerado pelo MA, em comparagédo ao
sinal coletado. Apesar de pequenas diferencas entre os dados, em alguns pontos,

obteve-se um bom resultado, tendo em vista a integragdo de funcdes quadraticas.
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Os coeficientes da regressédo, por minimos quadrados, realizada entre os dados
coletados e os da modelagem por MA, apresentaram valores préximos aos ideais

(@ =0,993,b=-0,016 € 2 = 0,995).

Tabela 12 - Valores dos coeficientes da SF para o violao pelo MA.

n a, b,

1 16,302 16,8

2 —14,497 27,2
3 1,576 0,440
4 0,519 —0,468
5 —0,824 1,81
6 —1,242 0,330
7 0,746 0,434
8 -0,056 0,218
9 —0,862 0,363
10 0,463 0,0631

Fonte: Do autor (2021).

Figura 24 - Grafico do sinal coletado e da SF obtida pelo MA para o violao.
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Fonte: Do autor (2021).
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4.3.3 METODO ANALITICO-NUMERICO

O MAN consiste em utilizar os valores numéricos obtidos pela aplicacdo dos

instantes de tempo (divididos em partes iguais de centésimo de milésimo de

segundo) nas funcgdes interpoladoras, considerando os respectivos intervalos de

tempo definidos para a geracdo de cada uma das quatro fungbes quadréticas

(conforme descrito na Secdo 4.3.1). As etapas, seguidas para o calculo dos

coeficientes e a geracao da SF, foram conforme se descreve abaixo:

VI.

Célculo de cos(nwt) e sen(nwt);

Produto entre o valor da fungéo interpoladora e os resultados da etapa
I, para o instante considerado;

Célculo de a,, com os valores obtidos em Il e a aplicacdo do método
de integracao numérica por trapézios, isto é:

N
2 (t; —ti—q)
ag = FZ[(A" + Byt + Cpt?) + (A + Byt i + thf_l)]lT‘l (4.44)

i=1
Célculo dos valores dos demais coeficientes (a, e b,, comn =1 a 10),

seguindo o0 mesmo método que em lll, por meio das equacdes abaixo:

N
2
a, = TZ[(A" + Byt; + Cyt?) cos(nwt;)

=1
t; —t;i_
+ (Aj + Byti_q + Cyt? ;) cos(nwt;_1)] % (4.45)
2 N
b, = ?Z[(Ak + Byt; + Cyt?) sen(nwt;)
i=1
t; —t;_
+ (Ag + Byti_1 + Cit? ;) sen(nwt;_)] % (4.46)

Produto dos valores encontrados na etapa IV pelas fungdes obtidas na
etapa ;
Somatério de a, /2 com os termos resultantes da etapa V, para a

geracéo da SF, dada pela equagéo 4.47.
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F(t) = 0886+i[ (nn t>+b ("n t)] 447
= -0, 1 a, cos 754 n Sen 254 (4.47)
n=

Os valores dos coeficientes, obtidos na etapa IV, sdo apresentados na Tabela

13, para cada valor de n da repeticdo do somatério.

Tabela 13 - Valores dos coeficientes da SF para o violao pelo MAN.

n a, by
1 16,3 16,8
2 —14,5 27,2
3 1,58 0,426
4 0,497 —0,481
5 —0,790 1,83
6 —-1,26 0,315
7 0,729 0,438
8 —-0,017 0,216
9 —0,892 0,364
10 0,462 0,072

Fonte: Do autor (2021).

Com a SF 4.47 obtida pelo MAN, gerou-se o gréafico apresentado na Figura
25, juntamente com o sinal coletado do violdo, verificando-se uma aproximacéao
satisfatoria entre o0 modelo e os dados (a = 0,993, b = —0,012 e r? = 0,995), apesar
de os pontos de amplitude maxima negativa apresentarem desvio visiveis, mas que
se aproximam e déo a forma do sinal coletado. Poder-se-ia melhorar a precisao do
modelo com a introducdo de mais harménicos (além dos dez utilizados) e/ou com
um processo de interpolacdo mais criterioso, incluindo interpolacéo linear nos pontos

de maior desvio, para se minimizar os erros.
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Figura 25 - Grafico do sinal coletado e da SF obtida pelo MAN para o viol&o.
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Fonte: Do autor (2021).

4.3.4 METODO OBSERVACIONAL-NUMERICO

Seguindo os procedimentos descritos nas etapas | a VI da Secéao 4.3.3 para o
MAN, mas aplicando os dados coletados q(t) no lugar dos valores das funcdes
interpoladoras, obteve-se a SF para dez harmdnicos, por meio do MON, ja com valor

de a, / 2 calculado, isto é:

F(t) =-0,873 N (_nn t) b (_nn t) 4.48
(t) = -0, +Z[ancos 254 + b, sen 254 ] (4.48)
n=

Na Tabela 14 sdo apresentados os valores dos demais coeficientes da SF
(n =1a10). Por meio dos gréficos apresentados na Figura 26, verifica-se uma
aproximacdo muito precisa, exatamente em razdo dos valores utilizados para o
calculo dos coeficientes da SF terem sido retirados diretamente da coleta dos dados
do instrumento. Adicionalmente, por meio da referida Figura, observa-se que ha
guase somente uma unica linha representando tanto o sinal quanto os resultados do
modelo, o que se confirma por meio da equagao de regressdo exibida na parte
superior direita da Figura, que apresenta, basicamente, que F(t) = q(t).
Consequentemente, este resultado é o mais preciso obtido, até entdo, para todos os

meétodos aplicados, tanto para a flauta quanto para o violao.



Tabela 14 - Valores dos coeficientes da SF para o violao pelo MON.

n an by
1 16,3 16,7
2 —14,3 27,5
3 1,47 —0,369
4 1,42 0,495
5 —1,88 1,08
6 -1,70 1,06
7 —-0,119 0,046
8 —0,489 0,587
9 —-0,211 0,983
10 0,072 0,016

Fonte: Do autor (2021).
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Figura 26 - Gréafico do sinal coletado e da SF obtida pelo MON para o violédo.
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Fonte: Do autor (2021).
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4.3.5 MODELO HARMONICO SIMPLES

Conforme visto na Secdo 4.2.5, obtiveram-se resultados relevantes (boa
aproximacao entre o modelo e os dados, com 2 = 0,990), por meio da aplicacdo do
MHS para o sinal da flauta, utilizando parte dos resultados obtidos pelo MON. Tendo
em vista a praticidade do método, em razdo do pequeno numero de harmonicos
necessarios para a modelagem matematica do sinal coletado, resolveu-se testa-lo

para o caso do violao.

Dessa forma, o mesmo modelo foi aplicado para os dados coletados do
violdo, verificando-se que, com o0 uso de um uUnico harménico, ndo se obteve um
bom resultado, como pode ser verificado na Figura 27. Portanto, adicionou-se um
segundo harmonico e lograram-se resultados semelhantes (r? = 0,990) aos da
modelagem do sinal da flauta por MHS. Como o objetivo do modelo é oferecer uma
forma mais rdpida e préatica de calcular os coeficientes da SF, pode-se escrever a
funcao, para dois harmdnicos, da seguinte forma:

a
F,(t) = ?0 + a, cos(wt) + b; sen(wt) + a, cos(2wt) + b, sen(2wt) (4.49)

e reescrita da maneira mais usual do MHS, como:
h,(t) = h + H; sen(wt + ¢,) + H, senRwt + ¢;) (4.50)

Como descrito, anteriormente, na Secao 4.2.5, tem-se como valor médio,
amplitude e constante de fase do sinal, respectivamente, h, Hi, e ¢;,, sendo

relacionados aos coeficientes da SF 4.49, por:

_ a a
h=—= Hy,= /a%2+b122 e ¢,,=arctan|—2
2 ' ' ' ' by

Calculando os valores dados acima e aplicando na equacéo 4.50, tem-se:

I
50,8

2T
t+ 0,773) + 31,0 sen(

h,(t) = —0,873 + 23,3 (
(1) + sen 508

t— 0,481) (4.51)

Com o uso de apenas um harmonico, obteve-se uma diferenca muito grande
entre o MHS e os dados (r? = 0,355, ndo mostrado), contudo, a partir do segundo

harménico, verificou-se uma correlacdo muito boa entre 0 modelo e o sinal coletado
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(a = 0,990, b = —0,004 e r? =0,990), indicando que o método é aplicavel para a

representacdo de sinais oscilatorios de notas musicais mais simples (fundamentais).

Figura 27 - Grafico do sinal coletado e da modelagem por MHS, para um e dois

harménicos, para o violdo.
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Fonte: Do autor (2021).
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CAPITULO 5

ANALISE E DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Por meio das Tabelas 2 e 3, observa-se que os valores de b,,, obtidos para o
pulso de onda na corda do violdo, sdo todos iguais a zero. Isso se d& porque a
equacéao do pulso (4.2), escolhida para o estudo de caso, é uma funcéo par, ou seja,
y(—x) = y(x). Portanto, conforme o esperado (e descrito na Secao 1.4), a SF
desenvolvida para a referida funcdo assumiu a forma de uma semi-série de

cossenos.

Dos métodos utilizados no trabalho, o MON destacou-se por ser uma forma
mais simples de se modelar por SF, pois, através dos dados coletados e aplicados
nessa série, se obtiveram os melhores resultados do trabalho. O MA se mostrou
mais trabalhoso, tanto devido a necessidade de se gerar funcbes interpoladoras
quanto por integra-las, analiticamente, para o calculo dos coeficientes de Fourier, o

gue pode ser bastante complexo.

Conforme o esperado e mencionado acima, o MON resultou nas melhores
modelagens matematicas dos sinais coletados, tanto da flauta doce quanto do
violdo, pois os ajustes da SF sédo realizados diretamente com os valores dos dados
coletados. Adicionalmente, para o caso da flauta, o MAN também apresentou um
resultado bastante satisfatorio, inclusive com valores mais préximos aos do sinal
coletado quando se testou a integracdo por somatério discreto no MON (da mesma
maneira que foi feita para o pulso na corda do violdo). Contudo, ao se utilizar a
integracdo por método dos trapézios, o MON apresentou a melhor aproximacao do
sinal coletado da flauta, tanto graficamente (Figura 28) quanto pelos coeficientes de

regressao linear (Tabela 12).

Com a intencdo de comparar os resultados obtidos através da aplicacdo dos
métodos para gerar a SF do sinal da flauta, a Tabela 12 mostra, separadamente, 0s
coeficientes da regressao linear (a e b) e o coeficiente de determinacéo (r2), entre
os resultados de cada método e os dados do sinal coletado do som emitido pela

flauta doce.
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Tabela 15 - Valores dos coeficientes das regressdes lineares entre os métodos

para gerar a SF e os dados do sinal coletado da flauta.

i Coeficiente | Coeficiente
Método _ r?
Angular Linear
Analitico 0,995 0,024 0,997
Analitico-Numérico 0,995 0,004 0,995
Observacional-Numérico 0,998 -0,012 0,997
Harmonico Simples
. 0,970 —0,154 0,990
(um harmonico)

Fonte: Do autor (2021).

Na Figura 28, pode-se verificar, por meio do grafico tracado para o intervalo

de trés periodos consecutivos, obtido com a aplicacdo do MON, que este método

apresenta um perfil

originalmente da flauta.

gque reproduz, quase com exatiddo, o sinal

coletado

Figura 28 - Grafico da SF gerada pelo MON para o sinal da flauta, para trés
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O método que apresentou os melhores resultados para o violdo também foi o
MON (Figura 29). Por se utilizar dos dados coletados para a aplicacdo do método,
ele acaba sendo o mais aproximado. Apesar de o MON ter se destacado pelo
excelente resultado, outros métodos, como o MA e o MAN, também apresentaram
resultados satisfatorios, o que pode se verificar pelo coeficiente de determinacgéo
(r? = 0,955), obtido para ambos os métodos, e pelos valores dos coeficientes de
regressdo, que apresentam valores muitos proximos dos ideais, que seriam 1,0 e
0,0, respectivamente, para os coeficientes angular e linear. Esses e os demais

resultados das modelagens para o sinal do violdo sao apresentados na Tabela 16.

Tabela 16 - Valores dos coeficientes das regressdes lineares entre os métodos
para gerar a SF e os dados do sinal coletado do viol&o.

Coeficiente Coeficiente

Método r?
Angular Linear
Analitico 0,993 —0,016 0,995
Analitico-Numérico 0,993 -0,012 0,995
Observacional-Numérico 1,000 0,000 1,000

Harmonico Simples
. . 0,990 —0,004 0,990
(dois harmonicos)

Fonte: Do autor (2021).

A Figura 29 apresenta o grafico tracado para o intervalo de trés periodos
consecutivos, obtido com a aplicacdo do MON, e o sinal coletado originalmente do
violdo. Tanto pelos resultados dos coeficientes angular, linear e de determinacéao,
apresentados na Tabela 16, quanto pela representacdo grafica observada por meio
da Figura 29, verifica-se que o MON conseguiu reproduzir o sinal coletado do som
emitido pelo violao com perfeicdo, sendo, este, o resultado de modelagem mais

preciso do trabalho.

Diferentemente do que ocorreu para o caso da flauta, ao se testar o MON por
meio do somatério discreto para a obtengdo da SF para o sinal do violdo, continuou-
se obtendo melhores resultados que o MAN. Isto se explica pelo fato de se ter
utilizado a interpolacdo quadratica para gerar as funcdes analiticas, de forma que,
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qualquer erro nesse ajuste, faz com que a distancia entre os valores dos dados e 0s
previstos pelas funcbes aumente mais rapidamente do que seria caso se tivesse
utilizado a interpolagéo linear. Adicionalmente, o volume de dados coletados do sinal
do violdo (225 pontos) facilitou o ajuste da SF por MON com o uso do somatorio
discreto, enquanto que, para a flauta, coletou-se um volume de dados bem menor
(55 pontos), dificultando esse ajuste. Consequentemente, verificou-se que uma
quantidade maior de dados coletados faz com que o ajuste seja melhor pela
proximidade desses dados, aumentando a precisdo para o caso MON, mesmo que
pelo método mais simples de somatorio discreto.

Figura 29 - Grafico da SF gerada pelo MON para o sinal do violdo, para trés
periodos consecutivos.
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Fonte: Do autor (2021).

Observou-se, também, que o MON apresentou resultados satisfatérios,
mesmo para um numero bem reduzido de harménicos, gerando o MHS. Assim, para
o sinal da flauta, foi necessario somente um harménico para se obter um resultado
bastante aproximado (r? =0,990) e, para o sinal do violdo, dada sua maior
complexidade, necessitou-se de dois harmoénicos para descrevé-lo com uma
aproximacdo bastante razoavel (r? = 0,990). Portanto, por apresentar resultados
significativos e uma modelagem mais simples e rapida, o MHS se destacou como

um método plenamente aplicavel para a modelagem matematica de sinais periodos
de notas musicais.
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CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, realizou-se a modelagem matematica de sinais oscilatorios
emitidos pela nota Sol tocada por dois instrumentos que produzem ondas sonoras
de forma distinta, isto é, a flauta doce, que origina 0 som a partir do sopro, e 0
violdo, cujo som é produzido por meio da vibracdo de cordas. Para se concretizar
esse objetivo e obter as grandezas que caracterizam as ondas sonoras produzidas
pelos instrumentos (como frequéncia, comprimento de onda e amplitude), utilizou-se
um programa computacional para a coleta dos sinais oscilatorios captados por um
microfone e, seguindo as metodologias estudadas ao longo da reviséao bibliogréfica,
selecionou-se uma parte dos sinais coletados quando estes se encontravam na fase
de sustentacdo. Para a modelagem dos sinais, aplicou-se a Série de Fourier,
utilizando-se diferentes métodos, em busca do refinamento dos resultados. Os
referidos métodos foram denominados de acordo com a forma que se utilizou para o
calculo dos coeficientes de Fourier, a saber: Analitico, Analitico-Numérico e
Observacional-Numérico. A priori, esperava-se que este Ultimo método apresentasse
o melhor ajuste para o sinal de ambos os instrumentos, hipétese que foi confirmada
pelos resultados. Como consequéncia desses resultados, chegou-se a duas
principais conclusdes para a modelagem de sinais emitidos por notas musicais
tocadas por instrumentos: (i) utilizando-se programas computacionais adequados,
tanto para a coleta dos sinais quanto para a realizacdo dos calculos, pode-se
escrever, com alto grau de precisdo, as equac¢des matematicas de todas as notas
musicais, até mesmo combinadas, por meio de fun¢Bes trigonométricas; (ii) pode-se
obter uma modelagem matemética satisfatéria das notas fundamentais, inclusive
para fins didaticos, por meio de poucos harmbnicos da Série de Fourier,
caracterizando, assim, um Modelo Harménico Simples. Por meio desse modelo,
pode-se representar o sinal oscilatério utilizando-se apenas um ou dois harménicos,
como foram os casos da flauta e do violado, respectivamente, obtidos no trabalho.
Consequentemente, diminui-se o volume de calculos e, ainda assim, obtém-se
resultados que representam bem os sinais e que podem, adicionalmente, ser
reproduzidos, utilizando-se as fungBes trigonométricas obtidas, por meio de
programas computacionais adequados, como o Audacity. Apesar dos resultados
apontarem para um método mais refinado para a modelagem dos sinais, todos

apresentaram boas correlagdes.
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