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Introducao

Nos dias de hoje, vemos a Matematica muito presente em outras dreas do sa-
ber, tais como Engenharias, Medicinas, Arquitetura, Tecnologia e outros. Muitos
conhecimentos que um dia foram estudos especificos na Matemadtica, hoje sdo
aplicados em outros ambitos.

Um assunto que passou por essa popularizacdo foram as sequéncias numéri-
cas, visto sua vasta aplicagdo para nimeros irracionais, representacdes decimais,
estimativas, estudos de fractais, progressoes e esse ultimo se tornou alvo de estudo
até no ensino bdsico.

Avaliar o comportamento de uma sequéncia e analisar sua convergéncia nem
sempre € uma tarefa simples. Em alguns casos, ndo conseguimos nem dizer para
qual valor uma sequéncia estd se aproximando quando procuramos um termo de
posicdo arbitrariamente grande. Na intencdo de ampliar esse estudo, sdo desenvol-
vidos estudos baseados em critérios que nos ajudam a analisar o comportamento
de sequéncias, descobrindo se diverge ou converge, € em casos particulares, é
possivel saber disso mesmo sem conhecer para qual valor a sequéncia tende a se
aproximar como, por exemplo,conseguimos afirmar que sequéncia converge ape-
nas comparando com outras, baseando-se em restricdes € semelhangas entre as
sequéncias.

Diferente do estudo sobre séries que possui varios critérios para a andlise de

convergéncia, as sequéncias possuem seus estudos um pouco menos explorados.



Mas, um ponto em comum com as séries € a inexisténcia de um critério que seja
dominante, que sirva para qualquer sequéncia. Considerando esses pontos, € facil
ver a importancia de aumentar o conhecimento sobre critérios de convergéncia,
principalmente, em testes mais refinados.

Pensando na necessidade de engrandecer o conhecimento acerca de critérios
para o estudo de sequéncias numéricas com eficiéncia, este trabalho visa apresen-
tar de maneira clara e coerente defini¢des e conceitos de convergéncias ja conheci-
dos. Além disso, complementar com o Teorema de Stolz-Cesaro e suas aplicagdes
que sdo investidas a critérios de convergéncia de sequéncias como um teste mais
sofisticado e com muita utilidade nas anélises de comportamentos de sequéncias,
muito explorado em Olimpiadas de Matemética. Dentre os objetivos especificos
destacam-se: analisar o teorema de Stolz; buscar suas aplicacdes mais usuais e

ampliar o estudo de sequéncias com um método numérico e eficaz.



Capitulo 1

Fundamentacao Teorica

1.1 Aspectos Historicos

De acordo com Hans Niels Jahnke (2003), alguns problemas basicos envol-
vendo andlise estavam presentes no estudo de geometria dos matematicos gregos.
Além de desenhar tangentes para curva, os gregos se engajavam de definir e de-
terminar comprimentos, dreas, volumes e centros de gravidades. O estudo da
Anadlise Matematica como conhecemos hoje em dia, s6 se formalizou no século
XVII, periodo no qual ocorreu a revolugdo cientifica, onde cientistas desvincula-
ram a ciéncia da teologia, entretanto esses estudos ja se manifestavam de maneiras
especificas desde os primdrdios da humanidade.

B possivel encontrar conceitos, de modo implicito, como infinito, limite e con-
vergéncia de séries nos estudos do filésofo e matematico pré-socratico Zenao de
Eleia, autor do Paradoxo de Aquiles. Logo em seguida, Arquimedes baseado num
estudo aprimorado por Eudoxo Cnido, chamado por método de Exaustdo, traba-
lhou com ideias de limites, convergéncia e integral para calcular drea de figuras
utilizando poligonos que se assemelham e aproximam infinitamente. Sendo que, o

mesmo fora autor do primeiro estudo datado sobre infinitesimais. E possivel per-



ceber muitas descobertas ao longo dos anos que contribuiram para a construcao
da Anilise.

Ap6s o levantamento de tantos resultados, surgiu a necessidade de organiza-
los e desenvolver escritas mais rigorosas. E foi dessa maneira que ela iniciou seu
processo de formalizacdo. Embora seja muito dificil prever o inicio da andlise
formal, ¢ importante ressaltar acontecimentos que contribuiram de maneira sig-
nificativa nesse processo como, por exemplo, Euler que durante o século XVIII
introduziu a ideia de fun¢do e um pouco depois o matematico Bernard Bolzano
definiu de uma maneira "moderna"a continuidade em 1816, a seguir, outro mate-
matico, Cauchy colaborou com a fundamentagdo de infinitesimais em estruturas
l6gicas e construiu um estudo muito forte em sequéncias numéricas, hoje conhe-
cidas como sequéncias de Cauchy.(JAHNKE, 2003)

Outros matematicos que desenvolveram esses estudos a partir de defini¢des
rigorosas e obtiveram resultados relevantes foram os franceses Liouville, Poisson
e Fourier com estudos em derivadas e o alemio Weierstrass, criador do conceito
de limite de fun¢do. Considerando que a andlise surgiu da necessidade de estu-
dos mais densos e uma escrita rigorosa, estudando inicialmente os nimeros reais,
sequéncias e fungdes, tais estudos ganharam dimensao que alcangaram niimeros
complexos e outros espacgos, sendo estes métricos, lineares topologicos, normados
e etc.

Por conta da grandeza da andlise, se tornou uma tarefa muito dificil restringir
sua drea de atuacdo e delimitar seus alvos de estudos, a grosso modo podemos
dizer que ela estuda a esséncia da matemadtica pura no sentido de viabilizar suas

respectivas demonstragdes e comportamentos enfatizando o rigor matematico.



1.2 Ernesto Cesaro e Otto Stolz

Na passagem do século XIX para o século XX, os mateméticos Otto Stolz e
Ernesto Cesaro desenvolveram estudos acerca da andlise e criaram um teorema
que nos mostra para qual valor a sequéncia estd tendendo, podendo estd a conver-

gir ou divergir.

Figura 1.1: Otto Stolz (1842-1905)

Fonte: The Free Encyclopedia Wikipedia (2019).

Nascido em 1842, na Austria, Otto Stolz, foi aluno da universidade de Inns-
bruck, também na Austria, onde estudou Matemética e Ciéncias Naturais, depois
seguiu para Universidade de Viena onde estudou até receber seu Ph.D. em 1864.
Anos depois Stolz recebeu uma bolsa de estudos adicionais em Berlim e Gottin-
gen, nessas institui¢des foi aluno de Weierstrass, Kummer, Kronecker, Clebsch e
Klein. Em 1972, retornou para Innsbruck onde se tornou professor titular e viveu o
resto de sua vida. Seus estudos foram acerca de Geometria Analitica e Algébrica,
Trigonometria Esférica e Andlise real. Otto Stolz faleceu em 1905.

Ernesto Cesaro, nascido em 1859 na cidade de Népoles na Itélia, iniciou sua

vida académica em 1882 na Liege, na Bélgica, e publicou seu primeiro trabalho
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Figura 1.2: Ernesto Cesaro (1859-1906)

Fonte:The Free Encyclopedia Wikipedia (2019).

matemadtico ja em 1883, sobre Teoria dos Numeros, outros nove trabalhos apare-
ceriam futuramente sobre esse assunto. Cesaro foi entdo a Paris, onde foi aluno
de Hermite, Darboux, Serret Briot, Bouquet e Charles. Em Paris, Cesaro de-
senvolveu um grande interesse por Geometria intrinseca que resultou em alguns
trabalhos na 4rea. Ernesto sempre houve interesse em estudar na Itdlia, e aca-
bou conseguindo uma bolsa de estudos na universidade de Roma, onde entrou em
1884. Nos anos seguintes, veio a desenvolver varios trabalhos sobre Aritmética
Infinita, Problemas Isobaricos, Fun¢des Holomoérficas, Teoria Da Probabilidade
e Geometria Intrinseca. Apods esses trabalhos, Cesaro foi descobrindo interesse
em varias areas e desenvolvendo seus trabalhos, como na Geometria Diferencial,
Andlise Real e Fisica Matemadtica, seguiu sempre produzindo até o fim de sua

vida, Ernesto Cesaro faleceu em 1906.
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1.3 Preliminares

1.3.1 Sequéncias Numéricas

Um assunto muito desenvolvido ao longo desses anos foram as sequéncias
numéricas, que hoje em dia ja se tem uma no¢do bem definida e repleta de con-
ceitos em torno desse estudo. Uma sequéncia de nimeros reais € uma funcio
x : N — R, definida no conjunto N = {1,2,3,...} dos naturais e assumindo
valores no conjunto R dos reais. O valor z(n), para todo n € N serd represen-
tado por x,, € chamado de n-ésimo termo da sequéncia. As seguintes notacdes sao

equivalentes: (1, %2, ..., Tn, ), (Tn)nen, {Tn}oo, ou simplesmente (x,,).

1.3.2 Sequéncia Limitada

Uma sequéncia de ndmeros reais € dita limitada quando existem a, b € R tais
que a < x, < b. Podemos ainda, representar a sequéncia limitada com apenas
uma valor em médulo, basta tomar ¢ € R tal que ¢ = maxz{|al,|b|}, assim vai

existir a relagdo |z,,| < c através das defini¢des de médulo.

1.3.3 Sequéncia Monédtona

Uma sequéncia de nimeros reais € dita monétona quando ela for crescente ou
decrescente.

(x,) é dita crescente quando: x, <z, Vn € N

(x,,) é dita decrescente quando: x,, > x,41 Vn € N

Podemos ainda, classifica-las em estritamente crescente quando z,, < Z,4+1

para todo n € N, ou, estritamente decrescente, que ocorre quando x,, > ¥, para
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todon € N

1.3.4 Limite de Sequéncia

Uma sequéncia de ndimeros reais (z,,) possui como limite um nimero real a se,
e somente se, para todo £ > 0 existir ny € N tal que se n > ng entéo |z, —a| < €.

Simbolicamente:

limz, =a.=VYe>03dny e N;n>ng= |z, —a| <e.

Figura 1.3: Exemplo do grafico de uma sequéncia que convergente.

y=L+eg

n
t

L >
7 3 n
1 2 3 4 N

Fonte: Edisciplinas USP (2019).

Basicamente, ser limite de uma sequéncia de nimeros reais nos garante que,
a partir de um certo nimero natural pertencente ao dominio, evidentemente, qual-
quer imagem de z,, estard dentro de um intervalo de centro a e raio ¢, isto é
Ty € (a—¢g,a+¢).

Para facilitar a notacdo, sempre que o indice n do limite estiver tendendo a
400 omitiremos essa informagdo, caso contrdrio, apresentaremos o valor. Por
exemplo, quando apresentamos lim z,, quer dizer que este n estd tendendo a mais

infinito, isto ¢ lim =z, = lim z,,.
n—-+o0o
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1.3.5 Subsequéncia

Seja (x,) uma sequéncia de nimeros naturais, uma subsequéncia (z,,) de

(x,,) é arestri¢do da fun¢do x ao subconjunto infinito N' = {z,,,, Tp,, ..., T, . }.

1.3.6 Teoremas

Aqui apresentaremos alguns teoremas constam desenvolvimento do trabalho,
e que sdo essenciais no estudo de sequéncias numéricas. Para ajudar no entendi-

mento faremos algumas demonstragdes.

Teorema 1.1. Seja (x,) uma sequéncia de niimeros reais. Se limx, = a e

limz, =0b, entdoa=">.

Demonstragdo. Suponha que, sob estas condi¢des tenhamos a # b. Assim, dado

€ > 0 qualquer, existem nq,no € N tais que
n>n = |r,—al<e/2
n>ny = |r,—bl <e/2
Tomemos ny = max{n;, ny}, entdo temos que
n>ny=l|r,—al <e/2 e |x,—bl <eg/2.

Logo,

€

226.

|a—b|:|a—xn+xn—b|§|xn—a|—|—|xn—b|<g+

Portanto, a = b. E com isso podemos concluir que o limite € tnico.

O

Teorema 1.2. Se limx,, = a entdo toda subsequéncia de (x,) converge para o

limite a .
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Demonstragdo. Seja x, uma sequéncia convergente com lim x,, = a, entdo dado
e > Oexiste ng € Ntalque,n > ng =z, € (a —e,a+¢).

Tomando (x,,,, Ty, - - , Tn,, - - - ) Uma subsequéncia qualquer de x,,, sabemos
que todos os termos com 71 > ny também pertencem ao mesmo intervalo. Assim,

podemos dizer que se ny > nyg = z,, € (a —e,a+¢). Logo, limzx,, =a. [
Teorema 1.3. Toda sequéncia convergente é limitada.

Seja (x,) uma sequéncia convergente de ndmeros reais, com limz, = a,
entdo, dado ¢ > 0 existe ng € Ntalque n > ng =z, € (a —¢,a + ¢).

Tomemos ¢ = 1 temos que =, € (a — 1,a+ 1) sempre que n > ny. Considere
o conjunto finito A = {1, 29, -+ ,Tp,,a — 1,a+ 1} e tome u, v como seu maior
e menor elemento, respectivamente. Assim, vemos que z,, € [u,v], logo x,, é

limitada.
Teorema 1.4. Toda sequéncia monotona e limita é convergente.

Teorema 1.5. Sejam (x,,) e (y,) sequéncias de niimeros reais tais que lim z,, = a

elimy, = bcoma,b,c € R. Sdo vdlidas as seguintes relagcoes:
a) lim(x, £y,) =a+b
b) lim(x, -y,) =a-b
c) limz—::%seymb;éO

d) limc.x, =c limz,

Teorema 1.6. Sejam (x,) e (y,) sequéncias de niimeros reais tais que (x,) é

limitada e lim y,, = 0 entdo lim (z,,.y,) =0

Demonstracdo. Sendo (x,) uma sequéncia limitada, entdo existe ¢ € R tal que

|z,| < c para todo n natural. Temos também que dado ¢ > 0 qualquer, existe
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ng € Ntal que n > ng = |y,| < E. Entdo, quando n > ng = |z, - y,| =
c
€
|| - |yn| < ¢- = = €. Logo, limz,, -y, = 0.
c

Teorema 1.7. Se limx,, = limy, = a e x, < 2, < y,, para qualquer natural

arbitrariamente grande, entdo lim z, = a.

Demonstragdo. Dado € > 0 qualquer, existem ny,ny € N tais que

n>n = x,€(a—¢cate)=>a—e<xz,<a+te

n>ny, = y,€(a—c,at+e)=>a—c<y,<a+te

Tomemos, ny = max{ni, ns} temos que
n>ng—=>a—¢c<r,<at+eea—c<y,<a-+¢
Como, por hipétese, z,, < z, < ¥y, obtemos que

n>ng=>a—c<z, <z, <Yy <at+te=>a—c<z,<a+e.

Logo, n > ng = z, € (a — €,a + ¢). Portanto lim z,, = a.

1.3.7 Sequéncias de Cauchy

Seja (x,,) uma sequéncias de nimeros reais. Ela é dita de Cauchy quando para
todo ¢ > 0 existir ny € N tal que se m > ng e n > ng implicar em |z, — z,| < €.
Em outras palavras, temos que termos de indices muito grandes estdo sempre a

uma distancia arbitrariamente proxima.
Teorema 1.8. Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

Demonstracdo. Seja lim x,, = a, visto que z,, ¢ uma sequéncia de nimeros reis

convergente. Entdo, dado € > 0 qualquer, existe ny € N tal que
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€ €
n>n0$|xn—a|<§em>n0¢ xm—a|<§.

Logo,

e €
m,n>|$m—xn|:|xm—a+a—xn|§|xm—a|+|a—xn|<§+§:5.

Portanto, toda sequéncia convergente é de Cauchy.

Teorema 1.9. Toda sequéncia de Cauchy é convergente.

1.3.8 Limites Infinitos

Dada uma sequéncia de niimeros reais (x,,) diz-se que "o limite de (z,,) é mais
infinito"e se escreve lim(z,) = 400, para significar que, dado arbitrariamente
A > 0, existe ng € N tal que n > ng = x,, > A. Analogamente, podemos dizer
que "o limite de (z,,) é menos infinito"e se escreve lim(x,,) = —oo, para significar

que, dado arbitrariamente B < 0, existe ng € Ntal que n > ng = =z, < B.

Teorema 1.10. Seja (x,,) uma sequéncia de niimeros reais tal que lim x,, = +00

o1
entdo lim — = 0.
T

Demonstragdo. Dado A > 0 existe ng € N tal que

> ny = >A:>1<1:> ! 0<1
n>n Tn — <= — - —.
0 x, A T, A
1
Logo, tomando € = 1 > () temos
=
n>nyg=|— —0| <e.
. . 1
Assim, podemos concluir que lim — = 0. [
Tn

Vejamos agora alguns exemplos de sequéncias:
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Exemplo 1.

. . . . 2" —1
Seja (x,) uma sequéncia de nimeros reais definida por z, = T temos

que (x,) é monétona e, em particular, é estritamente crescente pois x,.1 > T,

para todo natural.

ntl —1 29— 1 1

1
_ _ n+1 n
il > on =1 2n+1>1 —2n:>2 > 2" =2 > 1.

Temos também que existem a, b € R que tornam a sequéncia (x,,) limitada, basta
tomarmos @ = 0 e b = 1. Assim, 0 < x,, < 1 para todo n natural. Uma outra
forma de representar, é tomando o max{0, 1}, dessa maneira podemos dizer que
|z, < max{0,1} = 1.

Visto isso, temos que (z,,) é monétona e limitada. Logo, pelo Teorema
podemos que concluir que a sequéncia € convergente.

Podemos conseguir outros resultados baseados nos anteriores como, por exem-

plo, o Teorema|I.§|nos garante que a sequéncia ¢ de Cauchy.
Exemplo 2.

Neste outro exemplo, vamos avaliar a sequéncia de nimeros reais (y,,) definida
(="

—
E fécil ver, que y, ndo € uma sequéncia mondtona pois, se construirmos os

pory, =

termos iniciais, vemos que eles alternam entre positivos e negativos. Assim, ¥,

1 1 1
n) =\ -1 5, =5, 7

Mas a sequéncia ser mondtona ou nao mondétona, independe do fato de ser

nao é monotona.

limitada ou ndo. No exemplo anterior, tinhamos uma sequéncia monétona e li-
mitada, e agora temos uma nao mondtona mas que € limitada. Basta tomarmos

a=—-leb=1,queteremos —1 <z, <1=|z,| <1.
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Agora, avaliando de uma nova perspectiva, podemos escrever o limite de ,,

de outra maneira pra tirarmos outras conclusdes, vejamos:

—1)" 1 1
limy, = lim = = lim(—1)".— = lim(—1)". lim —
n n n

Dessa forma conseguimos ver dois limites e perceber que (—1)" é limitada
pois sempre teremos —1 ou 1 como imagem de uma fun¢ao definida dessa forma,
.1 .
e também podemos ver que lim — = 0. Logo, temos o produto de duas sequéncias,
n
uma limitada e outra que converge pra zero. Portanto, pelo Teoremal[I.6|temos que

limy, = 0.
Exemplo 3.

Agora vamos avaliar uma sequéncia (z,,) de nimeros reais definida por:

2019, se n for impar
Zn =
2020, sen for par

Podemos ver que o comportamento dessa sequéncia alterna a imagem entre 0s

dois valores apresentados.
(z,) = (2019, 2020, 2019, 2020, ...).

Assim, novamente, temos uma sequéncia ndo mondtona pois seus termos alter-
nam sempre para um valor maior e depois um menor, e € uma sequéncia limitada
pois |z,| < 2020.

Dessa maneira, temos que pra termos arbitrariamente grandes precisamos sa-
ber se o elemento do dominio € impar ou par, e por conta dessa dependéncia,
quanto n tende a mais infinito ndo conseguimos precisar sua imagem. Portanto,

lim z,, ndo existe.



Capitulo 2

Metodologia

2.1 Abordagem Metodologica

A abordagem adotada para realizar a pesquisa é a quantitativa, com a finali-
dade de explorar o estudo de critérios de convergéncia de sequéncias numéricas e
desenvolver aplica¢des. Com caracteristicas exploratdrias, a pesquisa serd desen-
volvida ao longo de dois semestres de 2019, e direcionada a obten¢do de métodos
mais refinados para o estudo de sequéncias numéricas. Segundo Gil (2007), este
tipo de pesquisa tem como objetivo proporcionar maior familiaridade com o pro-

blema, com vistas a torna-lo mais explicito ou a construir hipéteses.

2.2 Instrumentos de Coleta de Dados

Para alcancar os dados necessarios sera feita uma pesquisa bibliografica, que
para Marconi e Lakatos (2013, p. 57), [...] “abrange toda bibliografia ja tornada
publica em relagdo ao tema de estudo, desde publicacdes avulsas, boletins, jor-
nais, revistas, livros, pesquisas, monografias, teses, material cartografico e etc.”

[...] ”Sua finalidade € colocar o pesquisador em contato direto com tudo o que foi

19
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escrito, dito, ou filmado sobre determinado assunto, inclusive conferéncias segui-
das de debates que tenham sido transcendidos por alguma forma, quer publicadas
quer gravadas. A partir dessas caracteristicas os principais instrumentos de coleta
de dados serdo livros, artigos, dissertagdes, pesquisas e provas de olimpiadas de

Matematica.”

2.3 Etapas

A primeira etapa consiste num levantamento refinado de dados acerca do es-
tudo de sequéncias numéricas e do teorema de Stolz-Cesaro junto de suas apli-
cacdes. Logo em seguida, serdo desenvolvidas suas aplicagdes e demonstracoes.
Ap6s esse processo de estruturagdo e construgdo de dados, esse levantamento serd

organizado no desenvolvimento da pesquisa e por fim apresentado.



Capitulo 3

Apresentacao e Analise de Dados

3.1 Teorema de Stolz-Cesaro

Este teorema foi criado com inten¢do de avaliar sequéncias numéricas com
comportamentos atipicos, que em grande parte apresentavam a indeterminacao
:I:% , foi desenvolvido pelo matemadtico austriaco Otto Stolz(1842-1905), a par-
tir dos primeiros estudos do matematico italiano Ernesto Cesaro(1859-1906). A

partir de entdo foram desenvolvidas vérias consequéncias deste teorema que per-

mitem analisar os mais diversos tipos de sequéncias.

Teorema 3.1. Sejam (x,,) e (y,) duas sequéncias de niimeros reais tais que (yy,)

é estritamente crescente com limy, = oo, e (x,) uma sequéncia qualquer de

Tpyl — T oz
TP — g € R entdo lim == = a.

Ynt+1 — Yn Yn

numeros reais. Se lim

Demonstracdo. Pela definicdo de sequéncia convergente, temos que para todo

e > 0 existe ng € N tal que

Tnt+1 — Tn
Yn+1 — Un

n>ny= —a| <e.

O que implica em

21
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Tptl — T
4 —e< LT g (3.1)

Yn+1 — Yn

Como y,, € estritamente crescente, sabemos que vale

Yn+1 > Yn = Yn+1 — YUn > 0. (32)

Agora podemos multiplicar as desigualdades[3.1)em ambos os lados pelo fator

[3.2] obtendo

(a - Z':)'(yn—i-l - yn) < Tpy1 — Tp < ((I + 8)'(yn+1 - yn)

Como a partir de n( a sequéncia converge podemos escolher um m > ny com

m € N e obter, sucessivamente, as seguintes desigualdades:
(@ = €)-(Uno+2 = Yno+1) < Tngt2 — Tngt1 < (@ +€)-(Yng+2 = Ynot+1)

(a - 6)'(yn0+3 - yn0+2> < Tpg+3 — Tpg42 < (CL + 8)'<yn0+3 - yn0+2)

(a - 5)'(ym - ym—1> < Tm — Tp—1 < (a + 6)(ym - ym—l)'

Somando-se todas essas (m — 1) desigualdades, temos:

(a - 5)(ym - yn0+1) < Tm — Tno+1 < (CL + 5)<ym - ynoJrl)' (33)
Dividindo-se toda essa ultima desigualdade por ¥,,,, temos:

Yno+1 T Tng+1 Yno+1
—e). (1= oty o Tm o Tkl gy (1 - Yty
(a 6) ( Ym ) Ym Ym (a 5) ( Ym )

Assim,

(CL o 8).(1 . yno—H) + $n0+1 < x_m < (a+8).(1 . yn0+1) + xno—l-l'

Ou seja,
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a yn0+1 xno-‘rl xno-ﬁ-l

a—¢&E—

n Tm n n
+€.y 0+1+ <—<a—|—6—(l.y 0+1_€‘y 0+1+
Ym Ym Ym Ym Ym Ym Ym

Por termos lim y,,, = +00 entdo sabemos que

lim ( i a.yno-i-l + g.yno—i-l + xno-‘rl) —0 e
Ym Ym Ym

lim ( — a.ynoJrl — 6.yn0+1 + anH) =0
Ym Ym Um

Logo, existem ni,ny > ng € pertencentes ao conjunto dos nimeros naturais,
tais que

1 1 Tng+1
.ynoJr _|_€‘yn0+ + no+ < +e.

Ym Ym Ym

m>n; = —€<—a

Assim como,
Ynp+1 N 8.yno-f—l + Tno+1
Ym Ym Ym

m > no = —¢ < +a.

< +e€.

Portanto, para m > max{nj,ny} > ng temos

L
a—2e< — <a-+ 2e.

Ym

Isto €,

‘,L‘m
— —a

Ym

< 2e.

. I
Em outras palavras, lim — = a.

Ym
O
Essa demonstracdo € um pouco grande mas ela deixa bem clara cada um dos
passos, e € possivel ter algumas ideias no caminho que facilitem a demonstragcao
ou pelo menos encurtem a prova. Vamos ver uma demonstracio que pode surgir
a partir de certo ponto da demostrac¢ao, nesse caso iremos dar continuidade de (3.3

Outra solugdo:

Partindo de[3.3|temos que

(@ —=€)-(Um = Yno+1) < Tm — Tngr1 < (@ +€)-(Ym — Yngt1)-
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E € fécil ver, a seguinte implicacdo abaixo

Tm — Tpg+1 Tm — Tpg+1
a—€<u<a+5:> u—a < €.
Ym — Yno+1 Ym — Yno+1
Como
xm_a o xm_xno—l—l'f—mno—s—l)_
Ym Ym

Tm — xng—i—l) . (ym - yno—H) —a+ I')’Lo—‘—l
Ym — Yno+1 Ym YUm

1— ynngl) . (J?m — Tng+1 _ a) + Tng+1 —a- Yno+1
Ym Ym

_ (xm _xm)—i—l) . <ym _yno+1) + Tng+1 —a
Ym Ym — Yno+1 Ym

Ym — yn0+1

E também vemos que (1 — M) < 1 entdo, pela desigualdade triangular,
m
temos
I_m —a| < Tm — Tng+1 . CL‘ 4 Tno+1 — A-Yng+1 ‘
Ym Ym = Yno+1 Ym

Tng+1 — -Yng+1

Ym
infinito. Logo, existe m, pertencente ao conjunto dos naturais tal que

Por ser y,, — 400, entao —— 0 uma vez que m tende ao

Tno+1 — A-Yno+1 0
YUm

m > mgy = <e.

Desse modo, sempre que m > max{ng, mg} podemos concluir que

Tm
— —a
Ym

<e4e =2
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.

Portanto, lim —= = a.
Ym

Observacao

Lp+l — Tn

Perceba que se a sequéncia (
Yn+1 — YUn

) — +00, entdo para todo A > 0

existe ng € N tal que

Tpt1 — T
n>ng = L MY
Yn+1 — Yn

= Tp4l — Tp > A(yn—H - yn) > Yn+1 — Yn-

E isso implica que z,, é crescente e lim x,, = +o00. Através do Teorema|l.10

.z - . -
lim 227" — 450 = lim Y1 " n _ 0.
Ynt+1 — Yn Tpny1 — Tp
E pelo teorema de Stolz-Cesaro, vemos que como lim ———— = 0, o limite
Lp+1 — T
de lim I _ 0. E novamente utilizando o Teorema|1.10|temos,
Tn
. . T
hmy—n =0 = lim — = +o0.
Tn Yn

Yn

Tn
Portanto, <—) — +-00.
Com esse resultado vemos que o teorema nos dd, nao apenas um a € R como
resultado, mas se caso a sequéncia tenda a +oo, tal valor também serd apresen-

tado. Logo, podemos dizer que a € [—00, +00] oua € RU {—oc0, +c} = R.

A Reciproca do Teorema

Na Matemadtica, sempre que nos deparamos com alguma proposi¢ao que seja
falsa, € comum apresentarmos um contraexemplo. Nesse caso, estamos avaliando
o Teorema de Stolz e ele s6 garante uma implicagdo, pois a volta ¢ dada como

falsa e podemos dar um exemplo que falseia a volta.

Solucio. Seja (z,) uma sequéncia de niimeros reais definida por z, =

Tome x,, = 3n — (—1)" e y,, = 3n + (—1)", assim temos:



26

3n (1 — (_1)n)
lim z,, = lim In _ lim 3n — (1) = lim 3 =1.

Un Sn+ (-1 3n(1+<_3£> E

Tpp1 — Tn , 3+ 2.(—1)"

——— = lim ,
Yn+1 — Yn 3+ 2‘(_1)11—}-1
nem possui limite, basta construirmos os termos iniciais e veremos que pelo teo-

n - 4n 1 1 . A .
remaque <u> = (—, 1, -, 1, s ) possul duas subsequenczas con-
Yn+1 — Un ) )

vergindo para valores distintos, basta tomar os termos de posicdes pares como

Mas, por outro lado, lim e esta sequéncia

uma subsequéncia e os de posicoes impares como outra. Portando, essa sequén-
cia diverge.

Reciproca Ajustada

Como vimos agora, a reciproca do teorema ndo é verdadeira, no entanto,
podemos fazer um ajuste para que ganhemos tal resultado, ampliando ainda mais

as aplicagoes do teorema.

Teorema 3.2. Sejam x,, e vy, duas sequéncias de niimeros reais tais que v, é

. Z .
estritamente crescente com y, = +o0o, lim— = a € R e lim In_ _ e
Yn Yn+1
 Xpaq — T
R — {1}. Entdo lim =" — ¢,
Yn+1 — Un

Demonstragdo. Note que:
Tn41 _ <J7n+1_xn) . (1_ Yn ) + (ﬁ) . < Yn )
Yn+1 Yn+1 — Un Yn+1 Yn Yn+1
Aplicando o limite, temos
lim 2L — Jim (w) : (1— Un ) + lim (ﬁ) . < Yn >
Yn+1 Ynt+1 — Yn Yn+1 Un Un+1
O que implica em

a:nm(M).<1_b)+a.b.
Yn+1 — Un

Isolando o limite restante, obtemos
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. Tpy1—T, a—ab a(l-=0)
lim = = = a.
Ynt1 — Yn 1-10 10

E na equac@o acima vemos o motivo de restringirmos b # 1. E concluimos a
demostracgdo.

]

A partir deste ponto, podemos ver algumas variacdes para o Teorema de Stolz-

Cesaro que podem ser muito uteis no estudo de Sequéncias de Nimeros Reais.

3.2 Variacao do Teorema de Stolz Para Médias Arit-
méticas
Corolario 1. Seja (x,) uma sequéncia de niimeros reais e consideremos (s,) a

sequéncia de suas médias aritméticas, definida por

ry+xo+ ... +x,
Sy = ! 2 ,VneN.
n

Se (x,,) converge para L, entdo (s,,) também converge para L.

- . T +To+ ...+
Demonstragdo. Seja s, = ", fazendo-se
n

Zn =21 +2To+ ...+ x)
Yn =N
Como y, € estritamente crescente e limy, = +oo, pelo Teorema de Stolz-

Cesaro temos

Ty x

Zn — fn—1 . .
- zhan =limzx, = L.

lim -_—
Yn = Yn—1 (n+1)—n
Logo,

Zp T Zn—1 o
Yn — Yn—1

lim
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Entdo temos que, gragas ao teorema de Stolz-Cesaro, podemos concluir que

lim o lims,, = L.
Yn

Portando, se (z,,) converge para L, entdo (s,,) também converge para L.

3.3 Variacao do Teorema de Stolz Para Médias Ge-

ométricas

Corolario 2. Seja (z,) uma sequéncia de nimeros reais sempre positivos. Se

limz, = a € R entdo

lim &z 129 -z, = a.

Demonstragcdo. Avaliando lim {/z 25 - - - x,,, temos

lim Yz 2q - 2y, = lim e VE122720) - = iy eln(@iez-zn)t/"
(ln(aclxg e xn)>
= lime n

(lnxl +Inxy —|—---—|—lnxn)
lime n

Pela variacdo Teorema de Stolz para médias aritméticas temos

(lnxl +Inze+---+1Inz,
lime

n ) = lime™* = lim z,,.
Ou seja,

lim /xiz9 -2, =limz,

Portanto, se lim &/z x5 - - - z,, = a, entdo lim x,, = a. O
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3.4 Variacdo do Teorema de Stolz Para Raizes n-
ésimas
Corolario 3. Seja (z,) uma sequéncia de nimeros reais sempre positivos. Se

. X SO
lim ( n+1> = a € R entdo lim y/x,, = a.

Tn

Demonstracdo. Para esta demonstracdo vamos precisar de uma sequéncia (a,,) de
nimeros reais positivos. Agora vamos construir uma sequéncia (x,,) de maneira

recursiva, tal que

Tn+1

aL=x1€ea, = ,n > 1, tal que, lima,, = a.

n

Pela variacdo do Teorema de Stolz para médias geométricas temos que
Se lim a,, = a entdo

. . X2 Tn41 .
a = lim /a1as - - a, =lim p/z;—--- = lim &/,
T T

. . Tntl
Logo, lim {/z,, = lim =%
Tn
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3.5 Aplicacoes

Neste capitulo, serdo apresentadas diversas aplicacdes do Teorema de Stolz-
Cesaro. E sera facil ver a utilidade do teorema nos problemas propostos envol-
vendo sequéncias numéricas, desde casos mais simples aos mais complexos, que
muitas vezes se apresentam nos livros e em olimpiadas universitdrias. Para que
ndo fique redundante, em alguns momentos, adotaremos a sigla SC quando utili-
zarmos o teorema para representar os nomes Stolz-Cesaro.

Aplicacao 1.

T A . . n
Determine limite da sequéncia de ndmeros reais (z,,), dada por z,, = o

Solucdo. Pelo teorema de SC temos que

w:hml.izl.o:o_

y
T 175 1

Com isso, podemos concluir que lim z,, = 0.

Aplicacao 2.
Mostre que /n = 1.

Solucao. Este resultado é bem conhecido pra quem estuda andlise, pois é usado
com certa frequéncia para algumas demonstragoes e existem vdrias maneiras de
demonstrd-lo. No entanto, aqui veremos métodos utilizando o TSC. Baseado no
que vimos até aqui, o que temos de mais pratico é o método para raizes n-ésimas.
Assim,observando uma sequéncia de nimeros reais (a,) definida por a,, = /n,
podemos ver que a,, = /T, com T, = n, agora com a variag¢do do teorema de

SC para raizes n-ésimas, temos

n 1 1
lim Zot g :lim(l—i——):l.
n

Tn n
Portanto, pelo teorema de Stolz-Cesaro, temos lim a,, = lim C/ﬁ = 1. E aqui

vemos que gragas ao teorema, o resultado é obtido em poucas linhas.



31

Aplicacao 3.

Avalie a sequéncia abaixo e, se for convergente apresente seu limite.

Inn! —n.lnn
Ty = —
n

Solucao. Como o denominador da sequéncia forma uma sequéncia estritamente
crescente com o limn = +o00 podemos aplicar o Teorema de SC. Assim, temos:

In(n+1)!'—(n+1)In(n+1) —Inn! +nlnn

I
o (n+1)—n

Aplicando as propriedades de logaritmos, temos

Inn+1)!'—(n+1)In(n+1) —Inn!+nlnn

lim =

(n+1)—n

| In(n+1)+Inn! —nln(n+1) —In(n+1) —Inn!+nlnn

im .
(n+1)—n

Assim,
: . n+1\"
= —lim[ln(n +1)" —Inn"] = —limIn =-1
n
a : Inn! —n.lnn
Portando, a sequéncia definida por x,, = ——— converge para —1, a

n
partir de um n € N arbitrariamente grande.

Aplicacao 4.
1

. ~ . , . . n' n
Seja (z,,) uma sequéncia de nimeros reais definida por x,, = (—n> . Mostre
n

. 1
que a sequéncia dada é convergente e converge para —.
e

Solucdo. Para utilizarmos a variag¢do de Stolz-Cesaro para raizes n-ésimas, po-

n! _ )
demos ver que v, = /y, comy, = —. Assim, avaliemos
nn

lim

Ynil i (n+1! n" (n+ Dnln” . ( n )n

Un nt+ Dl it Dalln+r )r o\t 1
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Deste modo, podemos reescrever o valor encontrado
n 1 —-n 1 nq—1
lim( n ) :hm<n+ ) :[lim(1+—>] — e,
n+1 n n

. n! .
Portanto, pelo teorema de Stolz ,a sequéncia x,, = (—n) converge, e ainda,

1
converge para —.
e

SRS

Aplicacao 5.

Mostre que se lim a,, = a, entdo

lim <L oy %) = a.

Inn

a
Solucdo. Pelo Teorema de SC, fazendo x, = ,_, f ey, = Inn, temos que

an+1
. €T 1 — X . . Ap41
lim =2 " — lim ntl = lim n ——l
Yn+1 — Yn In(n+ 1) — In(n) 1
In{1+—
n
Agora, como, por hipotese, lima,, = a entdo lima,,1 = a pois, simples-
mente, a sequéncia é convergente. Logo,
Qi1 a a

l. = -
m 1\"*!  Ilne 1
In (1 + —)
n

Portanto, de acordo com o Teorema de Stolz-Cesaro, fica provado que se

1 n Ak
limz, = tdo li — D 5 | =
im z,, = a entdo lim (lnn > et k) a

Aplicacao 6.

Seja (a,,) uma sequéncia de nimeros reais tal que (a,,) é definida por
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C1+2ye+3Ye---+ny/e

n2

n
Calcule o limite da sequéncia.

Solucdo. Neste problema, ja podemos aplicar diretamente o Teorema de SC, fa-
zendo x, = 1+ 2\/e + 3/e--- + ni/e e y, = n? assim teremos

fim S =0 g (MD)W 0 (—1 : 1—/n) e _ L

Yni1 — Un n+1 20 \2+1/n 2

1+2ye+3ye- +nife 1

n2 2

Logo, pelo teorema de SC, lim

Aplicacao 7.

Mostre que se lim a,, = a, entdo

. nap+(n—1a+---+1la, a
lim = _.
n? 2

Solugio. Tomemos, neste problema, x, = na;+(n—1)as+---+1.a, e y, = n*
Vamos avaliar, desta vez, o teorema de uma maneira diferente, veremos o limite

. LTp — Tp—1
do quociente T Temos que
Yn — Yn—1

Tp—Tp1 =na;+(n—1as+---+1l.a,—((n—1Da;+(n—2)ag+-- -+ (1)a,_1)

Efetuando a diferenca e evidenciando os termo a; de mesma ordem temos

Tp—Tpa=Mm—-n+la+n—-—1—-n+2)as+---+(2—-1a,1 +a, =
ajy + as + ... + a,.

E avaliando, vy,, — y,_1 temos
Yn — Yo =n>—(n—1)2=2n— 1.

Assim, temos que
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Ty — Tp_1 ~ lim ai +as + ... +ay

Yn — Yn—1 2n—1

lim
Neste ponto, como o quociente definido por 2n — 1 ¢é estritamente crescente e
lim 2n — 1 = +o00 podemos aplicar novamente o teorema de Stolz, obtendo

ay+as+ ... +a, . Qp
lim = lim —.
2n—1 2

. . . .. Q a
Como, por hipotese, lim a,, = a entdo lim ?n = 5>

Aplicacao 8.
Sabendo que (z,) é uma sequéncia de nimeros reais, definida por
n—1 n-—2 2 1

> T3 T TLTith

In(n + 1)!

n -+

Zn =

E sabendo também que (z,,) é convergente. Apresente o valor exato do seu limite.

. n—1 n-—2 2 1
Solucao. Neste problema, tomemos x,, = n + + +- + —
2 3 n—1 n
. . . Tp — Tp—1
e y, = In(n + 1), assim, avaliaremos novamente o quociente ————. Logo
Yn — Yn—-1
L n—1 n n—2 T 2 n 1
Tp = N —.
2 3 n—1 n
= 1)+n—2+n—3+ n 2 n 1
ot = 2 3 n—2 n—1
1+ ! + ! +- 4t !
Tp — Tpo1 = —+ -4+ —.
! 2 3 n

Agora, determinando v,, — vy, _1 temos

(n+1)!

yn—yn_lzln(n—l—l)!—lnn!:ln( '
n!

):mm+n.

Assim vemos que
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Mas aqui nos deparamos com outra sequéncia que possui uma andlise dificil
de convergéncia, no entanto o denominador In(n + 1) € estritamente crescente
e possui limite tendendo a +oo, entdo podemos aplicar novamente o teorema de
Stolz-Cesaro. Faremos u, = 1 + % + % + % e v, = In(n + 1). E agora,

vejamos o novo quociente

1

In (1—|—l) e
n

A L Up .
Logo, pelo teorema de SC temos que a sequéncia — também converge para
Un

—_

Aplicando o limite, temos lim

A s g Tp — Tp—1 Py
1, mas essa sequéncia é a —— que agora sabemos que também converge
Yn — Yn—1
para 1. Portanto, a sequéncia (z,) também converge para 1.

Aplicacao 9.

Seja (z,,) uma sequéncia de nimeros reais, talque 1 = lex, 1 = /71 + T2 + ...

. . x
Determine lim ==,
n

Solucdo. Avaliando o comportamento da sequéncia através da sua lei de recur-

sividade, temos que se T,.1 = \/T1 + 22 + ... + x,, implica em a:iﬂ = a:i + Zp,
com isso vemos que (x,,) € estritamente crescente e , ainda, x, > 1,¥n € N

De fato, basta ver os termos iniciais

561:1,232:\/5,1’3: \/2+\/§,$4:\/2+ \/2—|— \/2—|—\/§,...

Outra forma de argumentar que x,, é monotona é usando a relacdo obtida

J;% = JJ% + x, e o fato de que x,, > 1, para todo natural. Pois, assim

i =xo+x, >xs+1>024+0=212

+ z,.
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Logo,
22, > a2 = Xy > T, para todo n natural.

Agora, conhecendo essa caracteristica da sequéncia, sabemos que (x,,) pode
ser limitada ou ndo. Se for limitada entdo é convergente, deste modo existe L € R

tal que:

limz, = L, ou seja, deve valer:

L? = L? + L, o que implica, L = 0

Mas isso é uma contradi¢do, uma vez que (x,) é estritamente crescente e

x, > 1,Vn € N. Logo, (z,,) ndo ¢ limitada, isto é,

. L1
lim x,, = +00, e mais lim — = 0.
Ty

Logo, da relacdo de recursividade, temos que

2 2

T 1 . . T
w2 =2 4w, = 2 =14 — = lim 22 =1 = lim ntl .
x? Tn x2 Tn
Aplicando o teorema de S.C.,
L Ty Tyl — Ty . xhg— T Tn
lim— =lm———=lim—————= =lim ——.
n (n+1)—(n) Tyl + Ty Tyl + Tn

Logo, dividindo tudo por x,, > 1, resulta em

. 1 1 1
lim T = T 1 = X
— 41 7
%
Portanto,
n 1
lim 2% = =
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Aplicacao 10.
Seja f : R — R uma fungdo continua tal que a sequéncia (a,,),>o definida por

fo n + x)dx é convergente. Prove que a sequéncia (b,,),>0, dada por,
b, = fo nx)dx é convergente.
Solucao. Partindo de fo nx)dx e fazendo a mudanca u = nx temos que
g L
fo nr)de = [ S=du = — Jo flu)du
Fazendo-se x,, = fo u)du e y, = n temos também

Zot = B

Yn+1 — Yn (n+1)—(n)

Agora, vamos voltar para a varidvel x mas com a seguinte mudan¢a v = n+x.

Assim, obtemos

f"+1 fo n+ z)dr = a,.

n

Logo, pelo teorema de Stolz-Cesaro, a sequéncia (b,) é convergente.



Consideracoes Finais

Ao longo do trabalho, vimos a eficiéncia do teorema de Stolz-Cesaro para o
estudo de sequéncias numéricas, ainda mais quando tentamos desenvolver uma
andlise de determinadas sequéncias, sobre sua convergéncia, sem utilizar o mé-
todo, pois a resolucdo exige muito recursos e artificios, se tornando uma resolugdo
muito mais complexa e de certa forma, carregada.

No decorrer, foi percebido uma gama de aplicacdes que vao além das apre-
sentadas neste trabalho como, por exemplo, as aplica¢des envolvendo supremo

ay +as+ ... +ay, ay+as+ ... +a,

a
lim su < limsup — e infimo lim inf
P ot 40, = Py by+by+ .. +b,

. ..pa . .
lim inf b—" E ainda, no decorrer dos estudos, um teorema que pode ser visto
n

como um complemento do teorema de Stolz que € o teorema de Toeplitz, que faz

transformacdes de sequéncias numéricas para que logo em seguida apliquemos o
Teorema de Stolz-Cesaro.

Com o fim do trabalho, ficou claro que, junto dos meu orientadores, suprimos
a ideia inicial e alcancamos os objetivos desejados inicialmente, ja que desenvol-
vemos de maneira clara aplicacdes do Teorema de Stolz-Cesaro, que se mostrou
repleto de utilidade na Andlise Real, e ainda, como mencionado no pardgrafo

acima, encontramos outras areas a serem desenvolvidas a partir desta pesquisa.
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