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Introducao

Entre as diversas areas do conhecimento, a disciplina de Matemaética se destaca por apre-
sentar um grau de dificuldade de aprendizagem conforme relatos de alunos e professores e da
propria observagao em estégios nas escolas. Tendo em vista as especificidades de cada compo-
nente curricular, a matematica tem como caracteristica o seu rigor préprio , que sendo baseado
em premissas ou axiomas sao importantes para a boa compreenssao dessa ciéncia em geral.

E perceptivel que ao longo dos anos, a Matemdtica vem sendo tratada como uma disciplina
extremamente dificil. Buscar métodos que facilitam a aplicacao de defini¢oes ja existentes se
faz necessario como, por exemplo, na utilizacao para questoes de concursos ou, até mesmo, na
sala de aula em que a utilizagao de métodos que demandam menos tempo e sao mais praticos
sao sempre bem-vindos.

No processo de ensino aprendizagem das matrizes, assunto que tem como caracteristica
principal ser ministrado no segundo ano do ensino médio, notou-se que o desenvolvimento de
matrizes inversas exige um certo trabalho e leva demasiado tempo para sua obtengao. Além do
fato de que os alunos conseguirem compreender o método tradicional apontado nos materiais
didéticos.

Outro conteuido abordado no segundo ano sao os determinantes de matrizes quadradas em
que quanto maior o valor da ordem da matriz, maior o trabalho que se tem ao fazer o calculo
do determinante. Hoje o grande problema desde o ensino médio é certamente nas matrizes
de ordem 4 que, muitas vezes, o método nao chega a ser compreendido e por isso, professores
ministram apenas de matrizes de ordem 3.

O conceito de matriz inversa neste trabalho sera construido desde o contetido de determi-



nantes de matrizes de ordem 3, j4 que a matriz inversa é baseada apartir do conhecimento do
determinante e da matriz adjunta. Este trabalho tem como objetivo geral apresentar técnicas
apontadas por Thirumurugan (2014), Armend Salihu (2012) e Salihu junto com Qefsere Gjon-
balanj dessa vez (2009), que estabelecem as matrizes inversas e determinantes e como objetivos

especificos aplicar os métodos definidos para matrizes de ordem 3 e de ordem 4.



Capitulo 2

Fundamentacao Tedrica

Esta secao aborda os conceitos que envolvem o contexto desta proposta, fazendo uma revisao
bibliografica sobre o tema para que apds a aquisicao do conhecimento possa ser proposto uma

solucao aplicando tais fundamentos.

2.1 Aspectos historicos de matrizes e determinantes

Para a andlise dos aspesctos hitéricos foi utilizado um artigo de Bernardes (2016). A ordem
de exposicao de alguns conceitos matematicos acontece de forma inversa quando com ordem
em que apareceram na histéria. A nogao de matriz surgiu depois das nocoes de determinantes,
sistemas lineares, transformacoes lineares, formas quadraticas e de autovalores, ou seja, a ordem
inversa na qual sao apresentados hoje na disciplina de Algebra Linear, ou mesmo na sala de
aula de ensino médio.

No lado ocidente a teoria dos determinantes deu-se por volta de 1683 através do alemao
Leibniz (1649-1716) que em contato com o matematico francés L‘Hospital (1661-1704), utili-
zou combinagoes de coeficientes com a finalidade de resolver sistemas de equacoes lineares e
encontrou um modo de restituir tais coeficientes com ntimeros.

O matemaético francés Cauchy (1789 - 1857) foi quem atribuiu o termo determinante no
sentido que encontramos hoje, em 1812 demonstrou o teorema da multiplicacao de determinan-

tes, por meio da utilizagao de permutagoes e também melhorou a notacao de determinantes.
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Porém, a notacao de duas barras verticais ladeando um quadrado de numeros para indicar
determinante, sé foi apresentada em 1841 pelo matematico inglés Cayley (1821 - 1895).

O inicio das matrizes vem a partir do século II a.C. Porém, foi a partir do século XVII que
as ideias passaram a evoluir até os dias atuais. Os chineses entre os anos 200 a.C e 100 a.C
foram os que chegaram mais perto das matrizes, na verdade, é justo dizer que o texto Nowve
Capitulos da Arte Matemdtica escrito durante a dinastia Han da o primeiro exemplo conhecido
de métodos de matriz.

O nome matriz foi dado pelo matematico James Joseph Sylvester em 1850 que contou com
o reforgo de seu amigo chamado Cayley. Este deu o primeiro significado para a palavra matriz
como sendo algo que se gera. No seu artigo Cayley afirmou que “matriz é um bloco regular de
termos a partir da qual pode-se formar sistemas de determinantes.”(BERNARDES, 2016)

A partir do artigo de Cayley em 1855 as matrizes passaram a ter rigor proprio saindo assim
da sombra do determinantes, desse modo Cayley levou mérito da invengao, apesar de ter alegado
que chegou ao estudo das matrizes com as ideias de determinantes e acentuou que pela logica
que lhe conferia que a teoria de matrizes antecede a de determinante.

Apoés essas definigoes criou-se a definigdes seguintes como produto de matrizes, matriz in-
versa, matriz identidade, matriz nula e a matriz idéntica. Por outro lado, somente trés anos

depois incorporou ao estudo a soma e o produto de matrizes por escalares.

2.2 Definicao de matrizes

Segundo Lages (2013) uma matriz real m x n A = [a;;] é uma lista de niimero reis a;; com
indices duplos, onde 1 < i < m e 1 < j < n. Costuma-se representar a matriz A como um
quadro numérico com m e n colunas, no qual o elemento a;; situa-se no cruzamento da i-ésima

linha com a j-ésima coluna:
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a1 a12 ... QAip

21 a29 ... QA9pn
A=

Am1 Am2 ... OOmn

mXxn

Deste modo, quando m = n, diz-se que A é uma matriz quadrada.

2.2.1 Matrizes Especiais

Segundo lezzi (2016) hé matrizes que, por apresentar uma utilidade nesta teoria, recebem
um nome especial:
a) matriz - linha é toda matriz do tipo 1 X n , isto é uma matriz que tem uma tunica linha.
b) matriz - coluna é toda matriz do tipo m x 1, isto é, é uma matriz que tem uma tnica coluna.

¢) matriz - nula é toda matriz que tem todos os elementos iguais a zero.

2.2.2 Igualdade de Matrizes

Segundo lezzi (2016) dadas as matrizes A = (a;;) e B = (b;;) sao iguais quando a;; = b;; para
todo i € (1,2,3,...,m) e para todo j € (1,2,3,...,n). Isto significa que para serem iguais duas
matrizes devem ser do mesmo tipo e apresentar todos os elementos correspondentes (elementos

com os mesmos indices) iguais.

2.2.3 Matriz Oposta

Segundo lezzi (2016), dada a matriz A = (a;;)mxn chama-se oposta de A (indica-se por —A)

a matriz A’ tal que A+ A’ = 0.

2.2.4 Matriz Transposta

Segundo (IEZZI, 2016) dada uma matriz A = (@;j)mxn, chama-se transposta de A a matriz

Al = (agj)mxn tal que agj = aj; para todo 7 e para todo j. Isto significa que, por exemplo:
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a1 a12 Ce A1p a1 Q21 ... Qmi

921 A9 ... QA9p Q12 Q29 ... Am2
A= o AT =

Am1 Am2 ... Omn A1p A2 ... Amn

2.2.5 DMatriz Identidade

Para (IEZZI, 2016)Uma matriz n x n é dita identidade quando todos os elementos acima e
abaixo da diagonal principal forem nulos e, além disso, todos os elementos da diagonal principal

forem iguais a 1.

2.2.6 Matriz Inversivel

Para (IEZZI, 2016) seja A uma matriz quadrada de ordem n. Dizemos que A é matriz
inversivel se existir uma matriz B tal que AB = BA = I,,. Se A nao é inversivel, dizemos que

A uma matriz singular.

Teorema 1

Se A é inversivel, entao B é a Unica matriz tal que AB = BA = I,,.

Matriz inversa

Dada uma inversivel de A, chama-se inversa de A a matriz A~! que é tinica tal que AA™! =

ATTA=1,.

2.2.7 Matriz Diagonal

Para (IEZZI, 2016) uma matriz n x n é dita diagonal quando todos os elementos acima e

abaixo diagonal principal forem nulos, isto é, quando todo elemento a,;; com ¢ # j for igual a



Teoria dos determinantes 7

zero. Podemos dizer também que uma matriz é dita diagonal quando ela for triangular inferior

e superior.

2.2.8 Matriz Triangular

As trés definigoes dadas a seguir sao de (IEZZI, 2016) Uma matriz quadrada n x n é dita

triangular quando for triangular superior ou inferior.

2.2.9 Matriz Triangular Superior

Uma matriz n x n é dita triangular superior quando todos os elementos abaixo da digonal

principal forem nulos.

2.2.10 Matriz Triangular Inferior

Uma matriz n x n é dita triangular inferior quando todos os elementos acima da digonal

principal forem nulos.

2.2.11 Matriz Simétrica

Uma matriz é dita simétrica quando for ela for igual a sua transposta. Isto é, se A é uma

matriz simétrica entdo A = AT,

2.3 Teoria dos determinantes

As definigoes dadas nesse tépico sao de (IEZZI, 2016). Considerando o conjunto das matrizes
quadradas de elementos reais. Seja A uma matriz de ordem n desse conjunto. Chamamos
determinante da matriz A (indica-se por detA) o ntimero que podemos obter operando com o0s

elementos de A da seguinte forma:

1. Se A é de ordem n = 1, entdo detA é o unico elemento de A. A = (a11) = detA = ay;.
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2. Se A é de ordem n = 2, o produto dos elementos da diagonal principal menos o produto

dos elementos da diagonal secundéria.

air Q2
A= = detA = 110922 — A120921.

Q21 Q22

3. Se A éde ordem n = 3, entao para uma melhor compreensao, consideremos A representada

da seguinte forma:

ap by
A= ay by ¢
as by c3

¢ o numero detA = a1bycs — agbics + asbicy — asbye; + asbse; — a1bscs.

O determinante da matriz é a soma de 6 = 3! parcelas, cada uma das quais é um produto
de trés fatores a linhas e colunas diferentes. Assim, cada uma das seis parcelas é um produto
do tipo abc, com os indices 1,2 e 3 aparecendo, cada um uma vez, em todas as parcelas. A
ordem em que esses indices aparecem ¢ relevante. Ela corresponde s permutacoes de 1, 2
e 3. As permutagoes 123, 312, 231 aparecem nas parcelas precedidas do sinal + enquanto as
permutacoes 213, 321 e 132 correspondem as parcelas precedidas do sinal -. As trés primeiras sao
chamadas as permutacgoes pares. Elas sao obtidas quando se tomam trés niimeros consecutivos

quaisquer na sequéncia

123123123123123123123123123...
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2.3.1 Menor Complementar e Complemento Algébrico

Considerando uma matriz de ordem n > 2; seja a;; um elemento de A. Definimos menor
complementar do elemento a;; e indicamos por D;;, como sendo o determinante da matriz que
se obtém, suprimindo a linha ¢ e coluna j de A.

Considerando ainda uma matriz de ordem n > 2; seja a;; um elemento de A. Definimos
complemento algébrico do elemento a;; (ou cofator de a;;) e indicamos por A;;, como sendo o

ntmero (—1).D;;.

2.3.2 Definicao de Determinante por Recorréncia

Seja A uma matriz de ordem n. Definimos determinante da matriz A, e indicamos por

detA, da seguinte forma: Se n é de ordem n > 2, entao:

a;pr a2 ... QAip
21 Q29 ... QAgp
A=
Ap1 Gp2 ... Gpp
- - nxn
e definimos
ayj; a1 ... QAip
a21 Q29 ... Q9
detA =

Ap1 Ap2 ... QApp

detA = (111.1411 + CL21.A21 + ...+ anl.Anl = Z?:l (lﬂ.Ail.
Isto é, o determinante de uma matriz de ordem n > 2 é a soma dos produtos dos elementos

da primeira coluna, pelos respectivos cofatores.
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2.3.3 Teorema Fundamental

O determinante de uma matriz A, de ordem n > 2 é a soma dos produtos elementos de
uma fila qualquer (linha ou coluna) pelos respectivos cofatores. Isto é,

a) Se escolhermos a coluna j da matriz A

a;; Qa2 ... A ... QAip
G21 Q22 ... Q25 ... Qdp
Ap1 Gp2 ... Gpj T Opn

Entéo, detA = a’Z]AZ] + Clzj.Azj + ...+ anjAn]

b) Se escolhermos a linha ¢ da matriz A

ai;pr a2 ... QAip
a21 A29 ... QA9pn
;1 Q9 ... QAip
Ap1 Ap2 ... Qpp

Entéo, detA = ail.Aﬂ —+ a/iQ.AiQ +...+ amAm
Portanto, para calcularmos um determinante, nao precisamos necessariamente dos elementos
da primeira coluna e seus cofatores; qualquer coluna (ou linha) e seus cofatores permitem o

calculo.

2.3.4 Regra de Sarrus

Segundo Tezzi (2013) para uma matriz de ordem 3 temos mais um método que pode ser

memorizado da seguinte forma:

1. Repetimos, ao lado da matriz, as duas primeiras colunas.
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2. Os termos precedidos pelo sinal (4) sao obtidos multiplicando-se os elementos segundo

as linhas situadas na diregao da diagonal principal:

(11022033, A12A230431; B13021032

3. Os termos precedidos pelo sinal (-) sao obtidos multiplicando-se segundo as linhas situadas

na direcao da diagonal secundéria:
—a13022031; —@11023032; —A12021033

Figura 2.1: Regra de Sarrus

(112

\\\
\\\

Fonte: Wikipedia (2012)

Este dispositivo pratico é conhecido como regra de Sarrus para calculo de determinantes de

ordem 3.

2.3.5 Regra de Chié

A regra de Chi6 pode ser resumida em trés passos

1. Desde que a matriz A dada tenha o elemento a;; = 1, suprimos a primeira linha e a

primeira coluna da matriz A.

2. De cada elemento restante na matriz subtraimos o produto dos elementos que se encon-
tram nas "extremidades das perpendiculares”tragadas do elemento considerado a primeira

linha e a primeira coluna.

3. Com as diferengas obtidas, constuimos uma matriz de ordem (n — 1) cujo determinante é

igual ao de A.
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2.3.6 Regra de Laplace

O teorema de Laplace pode ser aplicado a qualquer matriz quadrada. Para calcular os

determinantes, devemos seguir os seguintes passos:

1. Selecionar uma fila (linha ou coluna), dando preferéncia a fila que contenha a maior

quantidade de elementos igual a zero, pois torna os calculos mais simples;

2. Somar os produtos dos ntimeros da fila selecionada pelos seus respectivos cofatores.

2.3.7 Permutacao

Definigao 1. Uma permutacao de um conjunto finito é um rearranjo dos elementos desse
conjunto em certa ordem , sem falta ou repeticao de nenhum deles.

Definigao 2. Uma permutacao é par se o nimero de trocas que devemos realizar entre seus
elementos para recuperar a ordem original da sequéncia for par. A permutacao é impar se este

numero for fmpar.



Capitulo 3

Metodologia da pesquisa

3.1 Abordagem metodolégica

A abordagem metodologica utilizada para realizar a pesquisa quantitativa, com o
intuito de explorar as técnicas de determinacao de matrizes de ordem 3 e determi-
nantes de ordem 3 e 4. Com aspectos exploratérios a pesquisa foi desenvolvida ao
longo do segundo semestre de 2019 e direcionada a determinacao de matrizes inversas

e determinantes. O método dedutivo foi utilizado pois a partir de Prodanov (2013)

"0 raciocinio dedutivo tem o objetivo de explicar o conteido das premis-
sas. Por intermédio de uma cadeia de raciocinio em ordem descendente,
de andlise do geral para o particular, chega a uma conclusao. Usa o
silogismo, a construcao légica para, a partir de duas premissas, retirar
uma terceira logicamente decorrente das duas primeiras, denominada de

conclusao.”(PRODANOV, 2013)

3.2 Instrumentos de coletas de dados

A pesquisa bibliogréfica utiliza materiais ja publicados, nesse projeto em especifico com

artigos. Segundo Fonseca (2002), a pesquisa bibliografica é definida por meio do levantamento
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de referéncias tedricas ja analisadas, e publicadas por meios escritos e eletronicos, como livros,
artigos cientificos, paginas de web sites. Existem porém pesquisas cientificas que se baseiam
unicamente na pesquisa bibliogréafica, procurando referéncias tedricas publicadas com o objetivo
de recolher informacoes ou conhecimentos prévios sobre o problema a respeito do qual se procura
a resposta. (FONSECA, 2002)

Os trabalhos de Thirumurugan (2014) e Salihu (2012) cercam os conceitos de determinantes
utilizando os conhecimentos prévios como Método de Chié e Método de Sarru mas modelados

de forma que trazem outra abordagem para os determinantes.

3.3 Etapas

A pesquisa teve trés etapas. A primeira etapa foi o levantamento de artigos sobre o assunto
de matrizes e determinantes. A segunda sobre os aspectos histéricos acerca do assunto por

ultimo as aplicagoes foram desenvolvidas.
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Métodos para calculo de determinantes

e matrizes.

4.1 Determinante de uma matriz 3 x 3 - Thirumurugan

Esse método, para Thirumurugan (2014), pode ser um dos mais faceis para o calculo de
determinante de terceira ordem. Abaixo, serd apresentado trés tipos de métodos para encontrar
o valor dos determinantes. Para facilitar a notacao e compreensao do assunto a matriz genérica

de ordem trés serd apresentada da seguinte forma:

aq b1 C1
A= a9 bQ Co
as 65 C3
3x3
Tipo 1:
Esse método é formado por seis diagonais com trés elementos distintos. As diagonais serao

formadas quando os termos destacados forem espelhados no lado oposto da matriz, desse modo:
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Os produtos dos elementos em trés diagonais do lado esquerdo serao positivas e do lado

direito negativas. Quando aplicamos este método, temos:
detA = a3b102 + a1b203 + a2b361 — albgcg — a3b201 — agblcg.

Tipo 2: Este método também é formado por seis diagonais com trés elementos distintos.
As diagonais serao formadas quando os termos extremos da matriz (destacados abaixo) forem

espelhados para o seu lado oposto na matriz verticalmente, dessa forma:

Aplicando esse tipo, temos:
detA = agbicy + arbacs + asbzcy — arbscy — aszbacy — asbics.

Tipo 3:

Este método também ¢é formado por seis diagonais com trés elementos distintos. As diagonais
serao formadas quando os termos extremos da matriz (destacados abaixo) forem espelhados para
o seu lado oposto na matriz horizontalmente, dessa maneira:

Aplicando, temos:
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¢ la; byc;la,
a, b, c,

Czlay by cy|ay

detA = G,3b102 + a1b203 + CLngCl — albgcg — a3b201 — CLlecg.

4.2 Inversa de uma matriz 3 X 3 - Thirumurugan

Por definicao , a matriz inversa de A é dada por A~! = d; +-adj A.

Entao, para determinarmos a inversa, neste momento, precisamos apenas da matriz adjunta
pois ja conhecemos os métodos de determinantes.

O método tradicional para determinar a adjunta é um processo demorado e de dificil exe-
cucao, pois precisamos encontrar cada cofator da matriz, montar a matriz dos cofatores e em
sequéncia calcular a sua transposta.

Para encontrar a adjunta de A, o novo método pode ser formado usando os seguintes passos:

1. Repetir a primeira e a segunda coluna como fosse fazer a regra de Sarrus.

ay bl C1 aq bl
detAl = | a9 bg Co a9 b2

as bg C3 as b3

2. Depois, repetir a primeira linha depois da terceira linha e em seguida repetir a segunda

linha.
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ap by ¢ a b
ay by cy ax by
az by c3 az by

ap by ¢ a by

ay by co ax by

3. Agora, utilizando a ideia do método de Chid, retirar a linha e a coluna do elemento aq;.

Encontra-se uma matriz de ordem 4:

by co ay bo
b3 c3 az bz

by a1 a1 by

by co ax by

4. A cada quatro termos adjacentes faremos a operacao de determinantes de ordem 2, assim:

Figura 4.1: Esquema de Thirumurugan

><><><

><>(><
><><><

Fonte: Thirumurugan (2014)

Encontra-se:

bQCg — Cgb3 CoQ3 — A2C3 (lgbg - bgag
M = b301 — b103 C3a1 — C10a3 a3b1 — b3CL1

bicag — baci ciay —ajcy  arby — brag

3x3
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5) Calcular a transposta

bacg — cabs  bzcy — bics  bico — bacy
AdjA = MT =
] - — | €3 — AgC3 C3a1 — Ci1a3 C1G2 — A1Cy

CLng - b2a3 (lgbl — bgal CL1b2 — bl.ag 33

Substituindo a adjunta na equagao da matriz inversa, temos:

bacg — cabs  bzcy —bics  bica — bacy
-1 _ 1
AT = detA Coa3 — Q2C3 C31 — C1a3 C1Q2 — A1C2

Clgbg — bgag Clgbl — bgal a1b2 — b1a2
4.3 Determinante de uma matriz 4 x 4 - Salihu

O método de Salihu (2009) trds um método mais simples do calculo de determinantes de

matrizes 4 x 4. Tome uma matriz quadrada A, da forma n x n

11 Aiz2 - Qin

Q21 Qg2 -+ A2y
A=

An1 Ap2 - Ann

Definicao 3. O determinante de uma matriz de ordem n é a soma de n! termos formados

pelos elementos da matriz.
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a1 A2 - Qip
21 Qg2 -+ Q2p
DetA = : : : = ZSn Ejl:j%"wjn'
Qp1 Ap2 *°°  App
onde B, ..., ¢ igual a (1) se ji. jo, - ,ju 6 uma permutagio fmpar (~1) se ji. ja, - ,ju

¢ uma permutagao par.

Para o calculo do determinante da matriz

ailz a2 Aaiz Qaiq
G21 Q22 G23 Q24

az1 Qazz G33 a34

41 G42 A43 Q44

pela definicao 3 que acabou de ser apresentada podemos calcular o detA = aqya90a33a44 +
(11024A32043 + (11023034042 — 011022034043 — 011023032044 — (12021033044 — 12023034041 —
(12024031043 + Q12024033041 + Q12021034043 + Q12023031044 + Q13021032044 + 13022034041 +
13024031042 — (13024032041 — (13021034042 — (13022031044 — (14021032043 — 414022033041 —
(14023031042 — 14023032041 + Q14021033042 + Q14022031 043.

Entao, para encontrar o determinante de uma matriz de ordem 4 é necessario 4! elementos
distintos. Se desmontarmos a matriz de ordem 4, pelo método de Sarru, da forma que é utilizado

para uma matriz de ordem 3. Obtemos:
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Figura 4.2: Esquema 1

a

~,
v,
~ ~ PR

3¢
d C < ! - ‘
21 aZQ a}lﬁ 924 | ,61}1\ aZZ

I

I
i 4y e i’%l Gu A

a23

a33

’/ 1' ’ f‘ \‘
a7 g @43 6144 qm ‘142 Y,

Fonte:Salihu (2009)

Hy = a11a22a33044 — Q12023034041 + Q13024031 Q42 — Q14021 Q32043 + Q14023032041 — Q11024033042 +

112021034043 — 013022031044

Dessa forma, encontra-se oito combinacoes diferentes, formadas por oito diagonais com
quatro elementos diferentes de determinantes.Partindo da diagonal principal, que sera nossa
primeira diagonal, teremos mais trés no mesmo sentido. Outras quatro diagonais, irao surgir a
partir da diagonal secundéria que sera nossa quinta diagonal e apds dela teremos mais trés no
mesmo sentido, totalizando as oito. Cada produto de elementos de uma diagonal resultard em
um novo numero real. Se este nimero for gerado por uma diagonal de posi¢ao impar (diagonal

vermelha) recebe uma multiplicagdo por +1, caso seja produto de elementos de uma diagonal

de posicao par (diagonal azul) multiplicamos por —1.

Para terminar, o determinante ainda é necessario encontrar dezesseis outras combinagoes.

O préximo passo € traspor a primeira e a segunda linha. Assim, encontra-se:

Hy = —a12021 033044+ 013022034041 — Q14023031 Qa2+ 011024032043 — Q13024032041 + 014021 33042 —

Figura 4.3: Esquema 2

S
I\

ap al:z ﬂl& 'a1‘4 Eﬂi.l b
G asz d&s )@%4 an asg
@y a42 a43 ‘5[44 ‘6141 &,

Fonte:Salihu (2009)

@y a‘zz azs ﬁ% Nazl My Gy

al3

3

A
a43
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11022034043 + A12023031044.

Nesse caso, outras oito combinagoes sao encontradas.

Agora, transpondo a segunda linha com a terceira linha para encontrar mais oito combina-
coes.

Figura 4.4: Esquema 3

Uy Uy Uy ,924\ J:.,azl dy JAx»
- . 3¢ A

I~

Ay Gz a5 G54 1N P ds

54 IR e NI
Ay, Gy diy Gy oy Gy Gy

-1

~

P . ’ ’

~

-
- N

e - > s \:‘ o b
g Gz Ay Gy oy Gy

Fonte: Salihu (2009)

Hs = a13021a32044 — Q14022034041 + Q11023034042 — Q12024031 Q43 + Q12024032041 — Q11024033042 +
(12021034043 — A13A22031044.
Ao fim, somando H; + Hy 4+ H3 o resultado é o valor do determinante da matriz A.

Se compararmos esse método com os demais métodos encontra-se os mesmos resultados.

4.4 Determinante de uma matriz de ordem > 3 - Salihu

A partir de agora, serd apresentado um método de Salihu (2012) que comparado aos demais
possui maior abrangéncia pois com este podemos calcular determinantes de ordem 3 x 3,4 x
4,5 X 5,...,nXn.

Esse método é baseado no método de condensagao de Chié e no processo de aplicagao do
método é necessario de quatro determinantes de (n—1) x (n—1) e outro de ordem (n—2) x (n—2)
para transformar uma matriz de ordem n X n numa ordem 2 x 2. Abaixo um exemplo aplicado

numa matriz genérica de ordem 4 x 4 para algumas explicacoes e depois generalizacao para nxn.
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ailz Aaiz aiz Qaiq

G21 Q22 G23 QA24

Seja A =

ag1 asz a3z a34

Q41 Q42 Q43 Q44
uma matriz genérica de ordem 4 x 4, como dito anteriormente deve ter uma matriz de ordem
2 X 2 e quatro determinantes de ordem 3 x 3 que serao obtidas da seguinte maneira:

A matriz 2 x 2 sera denominada e formada pelos termos centrais da matriz.

Q22 A23
A=
as2 ass
As matrizes de ordem 3 x 3 serao obtidas uma de cada vez, eliminando uma linha e uma
coluna da matriz A a partir de um termo destacado.

Sera chamado de C a primeira matriz de ordem 3 x 3 e sera eliminado o elemento a4y junto

de sua respectiva linha e coluna, obtendo a matriz C'.

ai; Gr2 a3
C=1 an an ax
gy a3z a33
Agora, D serd a segunda matriz de ordem 3 x 3 e eliminar o elemento ay4; junto de sua
respetiva linha e coluna, obtendo:
Q2 Q13 Q14
D=1 as ax axn
A3z A3z (34
O mesmo sera feito com a terceira e quarta matrizes, respetivamente, os elementos a4 € a1
junto de sua linha e coluna, denota-se por E e F:
Q21 Q22 G23
E =

31 Aaz2 a33

Q41 Q42 Q43
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(22 Q23 (24
F= Q32 A33 (34
Qg2 Q43 Q44

Agora, como vimos as contrucoes o método nos diz que:

ayp Qg - Qi
ag1 Gpp - gy 1 |IC| |D|
A — —_ — . B U
A= s T 'IEI F| |-1B1#
Ap1 Qpz ++* Opp

O detB é o determinante de ordem (n — 2) X (n — 2) que é o determinante interior do
determinante detA enquanto detC' , detD, detE e detF sao determinantes unicos de ordem

(n—1) x (n—1) , que pode ser formada a partir de determinantes de ordem n x n.



Capitulo 5

Aplicacoes

Nesse capitulo serao apresentadas algumas aplicacoes mostrando de que forma cada um dos

métodos podem ser utilizados.

5.1 Aplicacao 1: Método Thirumurugan 3 x 3

Dada a matriz A abaixo determine a sua inversa.

2 -1 0
A= -2 3 2
3 5 4

1. Primeiro é necessario encontrar o determinante.Utilizando o tipo um de Thirumurugan.

Logo,
detA = —20—-8 — 6+ 24 =24 — 34 = —10.

2. Agora utilizando o método da matriz inversa do capitulo 3.2 encontra-se a matriz 4x4:

3 2 =2 3
5 4 3 5
-1 0 2 -1
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O proximo passo € o calculo dos determinantes dois a dois da matriz 4 x 4, formando uma

matriz 3 X 3

12-10 6+8 —-10-9

4 8§ —=3-10
-2 —4 4
que ¢ igual a:
2 14 -19
4 8 —13
-2 —4 4

3. Encontrando a transposta finalmente tem-se a adjunta da matriz A.

2 4 =2
AdGjA=| 14 8 4
—-19 —-13 4
4. Agora, substituindo os valores encontrados em A~! = delt +-adjA tem-se:
2 4 =2
R p— 4 4
10 1 8 -
—-19 —-13 4
Logo,
1 2 1
5 5 5
Al = 1 _4 2
5 5 5

sl
I
|
(23] \]
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5.2 Aplicagao 2: Método Salihu 4 x 4

(ITA - 2010/adaptada) Sobre os elementos da matriz.

X1

1
1

0

T2
Y2
0
0

T3 Ty
Ys Y
0 0

0 1

< M4><4(R)

Sabe-se que (x1, 2, T3, x4) € (Y1,Y2, Y3, Ys) sd0 duas progressoes geométricas de razao 3 e 4

e de soma 80 e 225, respectivamente. Entao, encontre o valor de det(A™1).

Solucao:

Esta questao estava presente em um dos vestibulares mais exigentes do Brasil. E na resolucao
vamos utilizar, primeiramente, o método para determinantes 4 x 4 de Salihu. Assim, vamos
calcular 3 determinantes num método parecido com o de Sarrus, pois detA = det A, + det Ay +

detAs. Entao, aplicando o método, temos

Ty X2 X3 T4 | T1 T2 T3
Yo Y2 Y3 Yo | Y1 Y2 Y3

detAl = :—(£C2y311) = —T2"Y3.
0 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0

No qual, os termos em destaque representam o tinico produto de elementos de uma diagonal

que nao sera nulo e o sinal negativo surgiu por conta do método.

Y1 Yo Ys Ya
T Ty X3 X
det Ay — 1 T2 X3 T4
O 0 0 1
1 0 0 O

n

X

Y2

X2

:y2-l‘3.1-1:y2.x3.

Alguns termos estao destacados novamente para representar o tinico produto nao nulo. E

por fim,
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Y Y2 Ys Ya yr Y2 Y3

0 0 0 1 0 0 O
detAg,: = 0.

Tr1 T2 T3 T4 Tr1 T2 I3

1 0 0 0} 1 0 O

Neste caso, todos os produtos de diagonais serao nulos. Logo,

detA = detAy + det Ay + detAs = —x9 - y3 +y2 - 23+ 0 =y9 - T3 — 2 - Y3.

Descobrimos o det A em funcao de seus elementos, no entanto, podemos descobrir os valores
de cada um de seus elementos. Como, Sabe-se que (x1, %2, x3,24) € (y1,Y2,Ys3,vys) sao duas

progressoes geométricas de razao 3 e 4 e de soma 80 e 225, respectivamente, temos

1) T1+ 2o+ ax3+rs=21+301+921 +2701 =401 =80 = 21 =2 = 29=06= 23 =

i) yi+y2+ys+ys =y + 4y + 16y, + 64y, =85y; =255 = y1 =3 = Yo = 12 = y3 =
48 = yy = 192.

Desse modo, temos todos os elementos da matriz

2 6 18 54
3 12 48 192
A= = detA=1yy x3— 2o -ys=12-18 —6-48 = —T2.
1 0 0 0
0O 0 O 1
Assim, encontramos detA. Portanto, det(A™!) = L _ —i
’ ’ ’ detA 72

5.3 Aplicacao 3: Método Salihu 4 x 4

(ITA-2006/adaptada) Sejam as Matrizes
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1
1 0 = -1
2
-2 5 2 =3
A—
1 -1 2 1
3
-5 1 =0
2

e B=

Determine detC', sabendo que C' = (A + B)™".

Solucgao:

1
1 3 — 1
2
1 -2 =2 3
-1 1 1 1
) 1 ! 5
2

Usaremos aqui o método de determinantes 4 x 4 de Salihu.

1° passo: Vamos primeiro encontrar a matriz A + B

1

1 0 =

2

-2 5 2

A+ B=

1 -1 2

3

-5 1 =

2

1+1

—2+1

= A+B=

1-1
—54+5

= A+B=

1
1 3 —=
2
1 -2 -2
~1 1 1
1
5 -1 =
2
1 1
S |
2 2 *
2-2 —3+3
241 141
3 1
S+ 045
Ty VT
00
00
3 2
2 5

Agora, podemos encontrar o determinante de A + B, pelo método de Salihu, temos que

det(A+ B) = det(A+ B), + det(A + B)s + det(A + B)s, assim
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2 3002 30
~1300|-130

det(A+ B); = = +(2-3-3-5)+(2-2-(=1)-3) =78
0 032|003
0 0250 02
1300|-130
2300 2 30

det(A+ B)y = = —((-1)-3-3-5)—(2-2-2-3) = 2L.
00320 03
00250 02

det(A+ B); = =0.

Nos dois primeiros determinantes, os termos destacados representam as diagonais em que
o produto nao ¢ nulo, ja no ultimo caso, todos os produtos sao iguais a zero. E além disso, os

sinais em evideéncia fazem parte do método. Logo,
det(A+ B) = det(A+ B); + det(A+ B)s + det(A+ B); = 78 + 21 + 0 = 99.

Portanto,

1 1

— -1 _ _ -
detC = det(A+ B)™' = JlATE) 99

5.4 Aplicagao 4: Método Thirumurugan 3 x 3

(Unicamp-2006) Dado a matriz A, encontre o conjunto solugao da equagao detA = 0. Sendo

zr—1 z—1 -1
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Solugao:

Utilizando terceiro método de Thirumurugan, temos

zr—1|lz—1 2—1 z—1 r—1
detA = rz—1 1 2
-2 r—1 1 -2 r—1

Calculando as diagonais, temos

detA = +(x—124+(-2-(z—1)+2x—-1)2*—(-2-(z—1)H)—(z—1)2=2-(z 1)
=detA = 4-(z -1 —4(z—-1)=4(z—-1)(z—-1-1)=4(z — 1)(z — 2).

Como queremos, detA =0 entdo 4(z —1)(z —2)=0=z=1ecz = 2.

Portanto, o conjunto solu¢ao da equagao detA = 0 é {1,2}. Vale ressaltar que para esses

valores a matriz A nao é invertivel.

5.5 Aplicacao 5: Método Salihu 5 x 5

Seja A uma matriz de ordem 5 x 5, calcule seu determinante. Sabendo que A é dada por

2 -1 3 -1 2

)
|
[\
|
ot
|
—_
(=)

Solugao:

Neste resolugao usaremos o método para determinantes de Salihu para matrizes de ordem
n > 3. O método nos fard calcular, primeiramente, um determinante (n —2) x (n — 2) e outros
trés (n—1) X (n — 1) que no nosso caso serao, 3 x 3 e 4 X 4, respectivamente. Assim, de acordo

com o método, temos

1 detC4><4 d€tD4><4
dethxg ‘

d@tAg, x5 —
detE4>< 4 d@tF4>< 4
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Apoés esse processo, teremos transformado uma matriz de ordem 5 X 5 em uma matriz de
ordem 2 X 2, e isso é o que mais chama atencao nesse método. Vamos aos céalculos. Pelo método

de Thirumurugan,
510 0 51 0
det Byxs = 0 -1 0 =—(5-(=1)-(=3)) = —15.

41 -3 0 4| =3

Essa matriz Bsy3 foi formada pelos elementos centrais da matriz A. Assim, para encontrar
os determinantes das matrizes de ordem 4 x 4 usaremos Salihu especificamente para esse tipo
de matriz. Logo,

Pelo método de Salihu para n > 3, a matriz C' é encontrada eliminando a linha e coluna do

elemento ass da matriz A, entao

2 -1 3 -1

0 0 0 5
d6t04><4 =

1 0 -1 0

0 -3 0 4

-1 3 -1 2

0O 0 5 0
detD4><4 =

0 -1 0 1

-3 0 4 2

0 0 0 5

1 0 -1 0
d€tE4><4 =

0 -3 0 4

0 -2 -5 -1

E por fim, a matriz F' é encontrada eliminando a linha e a coluna do elemento a;; da matriz

A, entao
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detF4><4 =

-2 -5 -1 6

Agora, indo para o método especifico de Salihu para matrizes de ordem 4 x 4. Temos:

2 -1 3 -1

0 0 0 5
1. d6t04><4 = = —75.

1 0 -1 0

0O -3 0 4

-1 3 -1 2

0 0 5 0
2. detD4><4 = = 65.

0O -1 0 1

-3 0 4 2

0O 0 0 5

1 0 -1 0
3. detE4><4 = = —75.

0 -3 0 4

0 -2 -5 -1

0 0 5 0

0 -1 0 1
4. d@tF4><4 = =5.

-3 0 4 2

-2 -5 -1 6
Logo,

1 d6t04><4 detD4><4 1 —75 65
detA5><5 = deiB . = _E .
et 3x3 detE4><4 d€tF4><4 —75 5

Portanto,

detAg. s — (=T5:-5+65-75) 6075

15 T




Capitulo 6

Comnsideracoes Finais

Este trabalho trouxe a proposta de alguns métodos para estabelecer os determinantes e
matrizes inversas além de compor um modo mais facil de utilizar a férmula da matriz inversa
para matrizes de ordem 3. Os modelos propostos foram determinados através da analise de
artigos que ja abrangiam o assunto. Uma proposta para trabalhos futuros sera a aplicacao dos

metddos no ensino médio e analisar o nivel de compreensao dos alunos para tal assunto.
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