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INTRODUCAO

Durante o século XVII, os matematicos Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716) e Isaac Newton (1642-1727) descobriram quase que simultaneamente
o calculo diferencial e integral e desenvolveram de forma paralela nos anos
seguintes. Posteriormente, outros estudiosos fizeram grandes contribuicbes nesta
area da Matematica que busca entender o mundo em movimento com as
caracteristicas da natureza, da Fisica e até mesmo da vida social que variam ao
longo do tempo.

Neste sentido, o uso de equacdes diferenciais se torna essencial no mundo
moderno; suas aplicacdes estdo nas Engenharias, na Quimica, na Economia, entre
outras.

Dentre estas aplicacbes, destacamos o estudo da dinamica populacional.
Esta area da biologia, especificamente, em Ecologia de populacdes, utiliza os
conceitos da Matematica aplicada e se propde a entender como certas comunidades
de individuos aumentam e/ou diminuem ao longo do tempo, auxiliando em tomadas
de decisbes em termos bioldégicos e sociais, 0 que nos liga diretamente a
Modelagem Matematica.

Modelos matematicos tém a finalidade de descrever fendbmenos da natureza
de forma mais simples, de tal forma que seja suficiente para interpretacbes mais
amplas com relacdo aos objetos de estudo. Assim, um modelo mateméatico pode ser
complexo demais ou bastante simples, cabendo ao pesquisador escolher quais
variaveis serao relevantes e possiveis de serem usadas em seu estudo. Um modelo
mateméatico poderd sofrer diversas modificacdes ao longo da pesquisa, sempre em
busca de respostas mais proximas da realidade estudada.

O problema no qual este trabalho se propbe, € verificar 0 processo de
crescimento populacional na cidade de Manaus entre 1960 a 2018, tendo como
justificativa a escassez de trabalhos nesta area direcionados a essa tematica na
cidade de Manaus, podendo continuamente ser aperfeicoada por pesquisadores,
professores e estudantes.

O objetivo desta pesquisa é compreender o processo de crescimento
populacional utilizando o modelo de Malthus e Verhulst. Dentre os objetivos

especificos, temos:



Obter a solucéo analitica do modelo de Malthus e Verhulst.

Gerar a equacdo de modelagem de Malthus e Verhulst através de suas solucdes
analiticas.

Obter os graficos dos modelos de Malthus e Verhulst.

Comparar o modelo de Malthus e Verhulst com os dados dos censos realizados pelo
IBGE (Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica).

Analisar os dados dos graficos de Malthus e Verhulst.

Desta forma, serd possivel compreender de forma simplificada o processo
demografico da cidade de Manaus no periodo de tempo determinado.

Esta monografia estd estruturada da seguinte maneira. No capitulo 1 se
encontra toda a nossa fundamentacao tedrica, iniciando-se com um breve historico
das equacdes diferenciais ordinarias e todos os conceitos e definicbes que serdo
utilizados na pesquisa, bem como, os modelos de dinamica populacional escolhidos
para este trabalho, explicando suas caracteristicas e limitacbes. Também sera
encontrado uma secdo no qual consta o processo de Modelagem Matematica,
processo indispensavel para esta pesquisa.

No capitulo 2, sera exposta nossa metodologia utilizada para efetivar nossos
objetivos especificados anteriormente, ou seja, neste capitulo esta o tipo de
pesquisa que sera adotado, os documentos necessarios para a coleta de dados,
assim como, o método que sera realizado para a andalise dos resultados.

Por fim, no capitulo 3, constardo nossos resultados de cada modelo utilizado
e a andlise dos mesmos; estes resultados serdo apresentados através de tabelas e

gréficos.



CAPITULO 1
FUNDAMENTAGCAO TEORICA

1.1 BREVE HISTORICO DO CALCULO E DAS EQUACOES DIFERENCIAIS
ORDINARIAS.

O estudo e as aplicacbes das equacOes diferenciais ordinarias ja provaram
ser de grande importancia para a analise dos comportamentos fisicos, quimicos,
biolégicos e até mesmo sociais. Mas, antes de podermos ver alguns destes
exemplos de sua aplicabilidade, é recomendavel, e no minimo prudente,
conhecermos o seu desenvolvimento historico, para que possamos compreender
seus conceitos de forma mais clara e consequentemente, verificarmos o grande

salto que a Matemética deu com o descobrimento do calculo diferencial e integral.

1.1.1 O Descobrimento do Calculo

Estes dois brilhantes matematicos, Newton e Leibniz, se engajaram em
desenvolver as estruturas do céalculo que conhecemos hoje e também, travaram uma
disputa particular, j& que ambos exigiam a patente de descoberta do calculo
diferencial e integral.

Ao fim dessa disputa, tanto Newton quanto Leibniz tiveram seu grau de
importancia, tendo a notagdo de Leibniz maior aceitacdo pela comunidade cientifica
seguinte.

O desenvolvimento do célculo surgiu em uma ordem contraria ao que
costumamos estudar nos cursos superiores de exatas atualmente. Primeiramente,
surgiu o Calculo Integral originados de problemas que tratavam do célculo de areas
e volumes através de somas sucessivas. Em seguida, apareceu o Célculo
Diferencial que veio buscar solucbes para o problema sobre tangentes a curvas e
Maximos e Minimos. Contudo, mais tarde, verificou-se que a integracdo e a
diferenciacdo estavam relacionadas; além disso, uma era operagao inversa da outra.
A partir desse momento, a Matemética ganhava uma nova ferramenta para estudar
0 comportamento de certas variaveis ao longo do tempo, ou seja, estudar o mundo

em movimento.



1.2 INTRODUCAO AS EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

A partir deste momento, iniciaremos o estudo de alguns tipos de Equacbes
Diferenciais Ordinarias, bem como, suas defini¢cdes; apresentando alguns exemplos
e em seguida suas aplicacoes.

O termo Equaces Diferenciais, instintivamente, nos faz pensar em problemas
gue envolvam derivadas de funcdes. O que esta certo, mas nao € apenas isso.

Neste tdpico veremos que ha diferentes tipos de EDO's.

1.2.1 Terminologia e Definicdes Basicas'

Dada uma funcéo: Y = f(X) sua derivada é escrita como: j—y = f(x)
X

Por exemplo: seja y = e*” sua derivada é: 3—{ =e* 2x

Agora, pense no seguinte problema: % =0,2xy (2)
X

Perceba que nenhuma informacdo € dada sobre como essa equacédo
diferencial foi construida, ou de que atividade pratica ela pode ter sido originada.
E exatamente essa a ideia do céalculo diferencial; dada a equacg&o (1), nosso

objetivo é determinar a funcdo Y= f(X), tal que, sua derivada seja dada por

dy

& =0,2xy . ou seja, dada uma derivada encontrar sua antiderivada.

Definicdo 1

Uma equacdo que contém as derivadas ou diferenciais de uma ou mais
variaveis dependentes, em relacdo a uma ou mais variaveis independentes, €

chamada de Equacao Diferencial.

! Adaptado de ZILL, Dennis G; CULLEN, Michael R. Equacdes Diferenciais, volume 1. 3° Edi¢cdo. Sao
Paulo: Pearson Makron Books, 2001.



Podemos classificar as equacdes diferenciais ordinarias de acordo com o
Tipo, a Ordem e a Linearidade.

Classificacao quanto ao Tipo:

Se uma equacdo contém somente derivadas ordinarias de uma ou mais

variaveis dependentes, com relacdo a uma Unica variavel dependente, ela é
chamada de equacao diferencial ordinéria.

Exemplos:

dy +5x =e”
dx
d?y _dy
2% 1ey=0
dx? dx y

Outro tipo de equacao diferencial sdo as Equacdes Diferenciais Parciais.
Porém, ndo traremos suas definicdes, pois ndo é o foco deste trabalho.

Classificacado quanto a Ordem

A ordem da derivada de maior ordem em uma equagdo diferencial é, por
definicdo, a ordem da equacéo. Por exemplo:

d’y (dyY’
—+5 —4y=¢"
dx® (dxj y

E uma equacao diferencial de segunda ordem ou de ordem dois.
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Classificacao quanto a Linearidade

Uma equacéo diferencial € chamada de linear quando pode ser escrita na

forma:

n-1

d"y d"y
a.n(X) an +a.n_1(X) dxn,l

+---+a1(x)j—§+ao(x)y=g(x)

E possui as seguintes propriedades:

(i) Avariavel dependente y e todas as sua derivadas sdo do primeiro grau;

isto &, a poténcia de cada termo envolvendo y é 1.

(if) Cada coeficiente depende apenas da variavel independente X .

Exemplos:

d’y ,dy
2 2% iy-0
e Cax Y
3 2
x3d—y—x2d y+3xd—y+5y=eX

dx® dx? dx
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Definicdo 2. Solug&o para uma equacéo diferencial

Qualquer funcao f definida em algum intervalo |, que quando substituida na
equacdao diferencial, reduz a equagédo a uma identidade, é chamada de solucéo para

a equacao no intervalo.
Exemplo:

" x* . Y dy i
Verifique que Y = 16 é uma solucéo para a equag&o nao linear d_X =Xy

no intervalo (—00,00) :
Solucéao:
Vamos substituir a fungdo y e sua derivada na equacéao diferencial e buscar

chegar em uma identidade

X4
=1
XS
4

|

Assim:

X
Portanto, Y :E € solugao para todo X no intervalo (—oo,x).
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Problemas de valor inicial

Para uma equacao diferencial de n-ésima ordem, o problema:

n-1

a (x) e )f'j Yo rax ) + 3,00y = g(x)
(2)

y(Xo) =Y Y'(Xo) = yo 1 yn_ (Xo) = yon_1

em que vy, y; Yy,” sao constantes arbitrarias, (2) € chamado de um problema de

valor inicial, os valores especificos y(X,) =Y, Y(X) =V . Y (%) =Y, S80

chamados de condi¢des iniciais.

Teorema 1. Existéncia de uma Unica solucéo

Sejam a (x), a,_,(X) ,..., (x), a,(x) e 9g(X) continuas em um intervalo | com

a (x)=0 paratodo X neste intervalo. Entdo, existe uma Unica solugdo Y(X) para o

problema (2).
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1.2.2 Equacbes Diferenciais de 1° Ordem
Equac0Oes de Variaveis Separaveis
Definicéo 3.

Uma equacéo diferencial da forma:

dy _9(x)

dx  h(y) @)

E chamada separavel ou tem variaveis separaveis.

Reescrevendo (3) na forma  h(y)dy=g(x)dx e integrando membro a
membro, obtemos: J.h(y)dyzj'g(x)dx:F(y)=G(x)+c no qual C é uma constante

arbitraria.
Definicao 4

Equacéo Linear de 1° Ordem

Uma equacéo diferencial da forma:

dy _
al(X)&+ao(X)y— g(x)

Dividindo pelo coeficiente a, (x), temos uma forma mais util de uma equagéo

linear:

j—§+ p(x)y = f () @

Determinamos uma solucéo para a equacédo (4) em um intervalo | no qual as

funcdes P(X) e f(x) s&o continuas.
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Vale ressaltar que linearidade significa que todos os coeficientes a (x) e
a,(x) sao fungbes apenas da variavel X e que Yy e todas as suas derivadas sao

elevadas a primeira poténcia.
Podemos resolver a equacédo (4) encontrando primeiramente o fator de

integracéo dado por:

A(X) = ej'o(x)OIX

Outro tipo de equacado diferencial de 1° ordem classica é a equacédo de

Bernoulli.

Definicao 5

Equacéo de Bernoulli

A equacéo diferencial
dy
—+p(x)y = f(X)y"
5 POy =T(x)y (5)

Em que n é um namero real qualquer, € chamada de equacéo de Bernoulli.
Para N=0 e Nn=1, a equacéo (5) ¢ linear em Y; porém, se Y =0, (5) pode ser

escrita como:

. d T
y %w(x)y“ )= £ (x) (6)

se fizermos w=y*™ n=0, n#1, entdo:

dw _, dy
_ — 1_ n _
dx ( )Y dx
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Com essa substituicdo, (6) transforma-se na equacéo linear:
dw
d—x+(1—n)p(X)W=(l—n)f(X) 7)

1—
Resolvendo (7) e depois fazendo W =Y " , obtemos uma solucao para (5).

1.2.3 Modelos Matematicos com a Utilizacdo de Equactes Diferenciais
de 1° Ordem.

CRESCIMENTO DE UMA CELULA

A razdo de crescimento da massa celular é proporcional a sua massa

presente em cada instante.

dm

—=km
dt

k >0 € uma constante de proporcionalidade.
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RESFRIAMENTO DE UM CORPO

A taxa de variacdo da temperatura de um corpo € proporcional a diferenca

entre sua temperatura e a do meio ambiente.

dT
— = k(T -T
o= KT-T)

No qual k >0 é uma constante de proporcionalidade.
Outra grande aplicacdo de equacédo diferencial de 1° Ordem est4 no estudo

de Dinamica Populacional que sera o tema central deste trabalho e que veremos no

préximo tépico.
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1.3 DINAMICA POPULACIONAL

O processo no qual se analisa como certas populacdes de individuos crescem
e decrescem denominamos de Dindmica de Populagdes.

Estudar o crescimento de uma populacdo € de grande importancia para o
planejamento de uma cidade ou pais. Projetar a populacdo possibilita ao poder
publico um planejamento urbano e social para aquela futura quantidade de pessoas.
No Brasil, as estimativas® do IBGE servem de parametro para o repasse de verbas
para 0s municipios.

Para este estudo, vamos trabalhar com o processo de Modelagem
Matematica. Uma ferramenta muito util na matematica aplicada.

A Modelagem Matematica € um processo dinamico utilizado para a
obtencao e validacdo de modelos matematicos. E uma forma de abstracéo
e generalizacdo com finalidade de previsédo de tendéncias. A modelagem
consiste, essencialmente, na arte de transformar situacdes da realidade em

problemas mateméticos cujas solugcdes devem ser interpretadas na
linguagem usual. (BASSANEZI, 2014, p.24)

E importante ressaltar, que ao aplicar conceitos da modelagem matematica,
estaremos lidando com aproximacdes do fen6meno estudado.

O cuidado necessério ao realizar a modelagem é muito importante para o
pesquisador, este cuidado deve atentar desde a escolha da notacdo até o tipo de

equacdes a serem utilizadas.

A modelagem ndo deve ser utilizada como uma panaceia descritiva
adaptada a qualquer situacéo da realidade — como aconteceu com a teoria
dos conjuntos. Em muitos casos, a introdu¢cdo de um simbolismo
matematico exagerado pode ser mais destrutivo que esclarecedor (seria 0
mesmo que utilizar granadas para matar pulgas!) o contetido e a linguagem
matematica utilizados devem ser equilibrados e circunscritos tanto ao tipo
de problema como ao objetivo que se propde alcancar.(BASSANEZZ|,
2014, p.25).

Assim, neste trabalho iremos propor dois modelos matematicos para o estudo
da dindmica populacional, modelos relativamente simples, mas que nos dao uma
boa margem de interpretacbes e projecdes futuras. Sdo eles: O Modelo de

crescimento exponencial de Malthus e o Modelo logistico de Verhulst.

2 . . . . ~ . . . . N . s .
As estimativas populacionais sdao fundamentais para o cdlculo de indicadores econ6micos e sdcio

demograficos nos periodos intercensitarios e sdo, também, um dos parametros utilizados pelo Tribunal de
Contas da Unido na distribuicdo do Fundo de Participacdo de Estados e Municipios. Essa divulgacdo anual
obedece ao artigo 102 da lei n° 8.443/1992 e a lei complementar n° 143/2013.
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1.3.1 Modelo de Malthus

A analise de dinamica populacional iniciou-se com o economista e demaografo
inglés Thomas Robert Malthus (1766 — 1834), que na busca em estimar a populagao

mundial prop6s o seu modelo de crescimento.

Segundo o modelo de Malthus, o crescimento de uma determinada
populacéo, cresceria proporcionalmente a propria populacdo em cada instante, com
iIsso, esta populagdo cresceria sem nenhum fator de resisténcia como fomes,
epidemias, guerras, catastrofes naturais, emigracdes e imigracfes. Ressaltamos

ainda que:

Atualmente, em dindmica populacional, o que se convencionou chamar de
modelo de Malthus assume que o crescimento de uma populagdo é
proporcional & populacdo em cada instante (progressédo geomeétrica ou
exponencial) , e desta forma, a populagcdo humana deveria crescer sem
nenhuma inibicdo. (BASSANEZI, 2014, p.327)

De acordo o modelo de Malthus a taxa de crescimento de certa populacdo é

proporcional ao seu tamanho. Ou seja, em linguagem mateméatica temos:

@:rp, r>0

dt

no qual, r é uma constante de proporcionalidade. A solucéo desta equacao € dada

por separacao de variaveis. Assim:

d—p:rdt



Integrando em ambos 0s membros, obtemos:

J@:rjdt = Inp=rt+c; p>0

P

Utilizando as propriedades de logaritmos:

dados a,beR; 0<a#l b>0. Entio:

log(b)=x < a*=b
a
Dessa forma:
Inp=rt+c=p=e".e°
Fazendo €° = p, temos:

p(t) = p,.e"

p, € a populacdo no instante zero

Figura 1 - Curva Caracteristica do Modelo de Malthus

"A

¥

Fonte — Bassanezi, Junior (1988), adaptado.

19

(8)
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1.3.2 Modelo de Verhulst

Outro modelo alternativo ao modelo de Malthus foi apresentado pelo
Matemético Belga Pierre Frangois Verhulst (1804 — 1849) em 1837. Segundo
Bassanezzi (2014, p. 334) “Este modelo teve um impacto maior quando, no inicio do
século XX, os pesquisadores americanos R. Pearl e L. Reed utilizaram-no para
projetar a demografia americana”. O modelo de Verhulst, também conhecido como
modelo logistico, supde que uma determinada populacdo tende a crescer até um
limite maximo de sustentacdo para esta populacdo, ou seja, 0 crescimento
populacional tende a se estabilizar préximo a este limite.

O modelo de Verhulst é dado por:

dp 2
—=rp-a
at pP—-ap 9)

A constante r é chamada de taxa de crescimento natural, ou seja, é a taxa
no qual a populacdo cresceria sem restricbes, observe que essa constante é a
mesma constante r no modelo de Malthus. A constante a chama-se fator de
amortecimento, ela gera o efeito negativo que é resultado da disputa entre os
individuos pelos recursos limitados disponiveis no ambiente. No modelo de Verhulst
o termo —ap® desacelera a taxa de crescimento.

A equacdo (9) € uma Equacdo Diferencial de Bernoulli, resolvendo esta

equacao:
— ~P=-ap (10)

1
Multiplicando a equacéo (10) por F .

-, —=-4a (11)
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Fazendo a substituicdo de variavel.

{Wzi Cdw 1 dp

p dt  p?dt
A equacdo (11), ap0s a substituicdo de variavel, € do tipo:

———TI'W=-a (12)

dw
E +Irw=a (13)

A equacdo (13) é uma equacéo diferencial linear. Para soluciona-la, vamos

encontrar o fator integrante A :

P ej p(t)dt

No qual, p(t) =r, entdo:

PREPU LR

Neste momento, vamos mudar a notacdo de derivada por motivos de
simplicidade na escrita.

Dessa forma:
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rt
Multiplicando o fator integrante A=e pela equacao (13) escrita na forma:
W +rw=a

Entao:

e"W+rw=a) = e"w+e.rw=e"a =

Regra d; Produto

L)
dt

rt

Integrando em ambos os membros em relagéo a variavel t, obtemos:

a
w.e" = afe”dt = we" ==e" +¢
r

Isolando a variavel W no primeiro membro, temos:

_a o
r

Retornando a variavel original p

1 a - 1 a+rc.e™"
—=—+ce" > —=— 1"
pr P r

Isolando a variavel p e fazendo IC, =C,
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B I

Ca+c,e™ (14)

Dividindo-se o numerador e o denominador da equagéo (14) por a. Temos:

I
a
p= c
1+-2e™"
a
Fazendo as seguintes substituicdes:
C r Kk K
_2:ed _:k = p: d .t d—rt
a a 1+e e 1+e
Logo, temos a expressao:
k
p(t) = 1o et r (15)

A constante k é a populacéo limite de sustentacao. (15) € denominada

Equacao Logistica.

Figura 2 - Curva Caracteristica do Modelo Logistico

P A

Fonte — Bassanezi, Junior (1988), adaptado.
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CAPITULO 2

METODOLOGIA DA PESQUISA

Durante a investigacdo de uma situacdo da realidade é de extrema
importancia decidir, organizar e validar continuamente todos 0s passos necessarios
a pesquisa. Em casos que envolvam Modelagem Matemética, as escolhas das
varidveis se torna um passo primordial, pois através delas é que vamos retirar as
interpretacdes referentes ao modelo matematico escolhido. Variaveis estas que
podem ser complexas demais, deste modo, é preciso selecionar quais destas
variaveis sao relevantes e possiveis de se trabalhar.

A pesquisa deste trabalho foi abordada de modo quantitativo e qualitativo, ou
seja, analisou-se o0 processo de crescimento populacional da cidade de Manaus
utilizando graficos e tabelas; e também se explorou de forma resumida a criacdo da
Zona Franca de Manaus que influenciou nesse processo.

Podemos destacar em uma pesquisa de dinamica de populagdes que:

Estudos de descricdo de populacdo — sdo os estudos quantitativos —
descritivos que possuem, como funcdo primordial, a exata descricdo de
certas caracteristicas quantitativas de populagbes como um todo,
organizacBes ou outras coletividades especificas. Geralmente contém um
grande numero de variaveis e utilizam técnicas de amostragem para que
apresentem carater representativo. Quando pesquisam aspectos
gualitativos como atitudes e opinides, empregam escalas que permitem a
quantificacdo. (LAKATOS, MARCONI, 2003, p.187).

7

Percebam que ao estudarmos a dindmica populacional € inteiramente
possivel aplicarmos uma pesquisa quantitativa e qualitativa, método que foi
abordado nesta pesquisa simultaneamente.

Foram utilizados os modelos de Malthus e Verhulst para se alcancar esses
resultados. Os instrumentos de coleta de dados utilizados foram os dados do IBGE,
especificamente os dados populacionais da cidade de Manaus. Vale ressaltar que
nesse momento da pesquisa os dados extraidos foram apenas entre os periodos de
1960 a 2018.
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Também foi realizado um levantamento bibliografico de pesquisas ja
realizadas no campo de dinamica populacional.

Enfim, os sujeitos da pesquisa foram a populacdo de Manaus, desde o
primeiro censo da andlise, em 1960 até 2018.

Para a analise dos dados, utilizou-se de graficos e tabelas com o objetivo de

comparar as curvas caracteristicas de cada modelo.
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CAPITULO 3
APRESENTACAO E ANALISE DOS RESULTADOS

3.1 APLICACAO DO MODELO DE MALTHUS

Utilizando a equacdo (8) vamos determinar a equagdo que descreve 0
crescimento populacional da cidade de Manaus. Para isso, vamos considerar o
intervalo de tempo entre 1960 e 2000. De acordo com dados do IBGE, a populacéo
de Manaus no ano de 1960 era de 175.343 pessoas e no ano de 2000 a populagéo
era de 1.403.796, ou seja, obtemos 0 seguinte sistema, que possui um problema de

valor inicial:

p(0) =175.343
p(40) =1.403.796

Aplicando o valor de p(0) =175.343 na equacao (8), temos:
rt
p(t) = Py-€

p(0) = p,e™° = 175.343=p,

Ou seja, p, =175.343 é o tamanho da populagéo no instante t=0.

Vamos encontrar o valor da constante r

wr 1403796

p(40) =175.343.e™° = 1.403.796 =175.343.e™" = *' =
175.343

Aplicando o logaritmo em ambos os membros:

40.r = In(:203:796y _ _ 0,052005

175.343
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Assim, obtemos a equagao que estima a populagdo de Manaus segundo o

modelo de Malthus.

p(t) =175.343e%%%% (16)

3.1.1 Comparacdo do Modelo de Malthus com os Dados dos Censos

Demograficos de Manaus.

A partir desse momento, vamos utilizar a equacdo (16) para projetar a
populacdo de Manaus no periodo de 1960 a 2018. Com o auxilio de uma tabela,
vamos comparar com os dados reais dos censos do IBGE. Nesta tabela, e nas
préximas que vamos utilizar também vamos inserir o erro absoluto e o erro relativo
gerado pelos modelos de crescimento utilizados que sé&o definidos da seguinte

forma:

Erro Absoluto = |dados reais —dados model0| e

Erro Relativo = |dados reais — dados modelo|
dados reais

100 (dado em termos percentuais)

Assim, temos 0s seguintes resultados gerados pela equacéo (16):

Tabela 1 - Comparacéo da Populacéo pelo Modelo de Malthus e Dados do IBGE

ANG SADOS IBGE DADOS ERRO % ERRO
MODELO ABSOLUTO RELATIVO
1960 175.343 175.343 0 0,00
1970 314.197 294.947 19.250 6,13
1980 642.492 496.133 146.359 22,78
1991 1.010.544 879.100 131.444 13,01
2000 1.403.796 1.403.808 12 0,00
2010 1.802.014 2.361.362 559.348 31,04
2018 2.145.444 3.579.699 1.434.955 66,85

Fonte — Autor (2018)
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Outra forma de verificar o crescimento populacional estimado pela equagéao
(16) é plotar o grafico gerado pelo modelo de Malthus.

Para este processo vamos utilizar a planilha Excel, do pacote Office da
Microsoft. Neste grafico, vamos comparar os dados do IBGE com os dados do
modelo de Malthus.

Grafico 1 - Comparacéo do Modelo de Malthus e Dados do IBGE

«={#=Dados IBGE =@=Dados do Modelo
4000000 -

3500000 -
3000000 -
2500000 -
2000000 -
1500000 -
1000000 -

0O M v O — € T O

500000 -

0 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ *—
1960 1970 1980 1991 2000 2010 2018

Fonte — Autor (2018)

3.2 APLICACAO DO MODELO DE VERHULST

Utilizando a equacao (15), vamos aplicar o modelo de Verhulst, considerando
0 mesmo intervalo de tempo usado no modelo de Malthus, ou seja, entre os
periodos de 1960 a 2000.

Utilizando os dados de 1960, 1980 e 2000 com as respectivas populacdes de
175.343, 642.492 e 1.403.796 de pessoas e também admitindo o ano de 1960 como

nosso instante t =0, obtemos o seguinte sistema:

p(0) =175.343
P(20) = 642.492
P(40) =1.403.796
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k

Lembrando que nossa equacao (15) é: p(t) = W

O objetivo neste momento é determinar os valores das constantes k,de r.
Para isso, vamos aplicar o valor de p(0) =175.343 na equacédo (15). Desta forma,

obtemos:

k
0) = = 175343 =
P(©) 1+e!"0 1+¢"
Isolando a constante K
k =175343.(1+¢") (17)

Aplicando o valor de p(20) =642492 na equacao (15), obtemos:

K k

Aplicando o valor de p(40) =1.403.796 na equacéo (15), obtemos:

k k
P40) = 5y = 1408796 = o7 (19)



30

Substituindo a equagao (17) em (18):

175343.(1+¢%) oL+ e’ 175343
1452 1+e" 642492

642492 = = e =0,27291.(1+e") -1 =

0,27291.(1+¢%) -1
-

= e'. e =0,27291.(1+¢") -1 = e®" = -
e

d
20.r €

T 0,2729L.(1+ ") -1 (20)

Substituindo a equacao (17) em (19):

175343.(1+¢") 1+e"*" 175343

1403796 = - = — =
1+ ™' 1+e 1403796

= " =0,12491.(1+e") -1 =

dy d
S e e 01201 (L4 et) -1 = g - VIHOLLTE) T e =5
e 0,12491.(1+ %) -1

d
€
20 o2

" 0,12491 (L+€") -1

= e (21)
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Substituindo a equagao (20) em (21):

e’ e’ e’
. = =
[0,27291.(1+ ed)—lJ [o, 27291.(1+ ed)—lj £0,12491.(1+ ed)—lj

e! 1
= d 2 |~ d =
{(0,27291.(1+e )-1) } 0,12491.(1+e")-1

= ¢’.(0,12491.(1+¢") -1) = 0,27291.(1+¢") —1]2 =

Aplicando a propriedade distributiva no primeiro membro e desenvolvendo o

guadrado da diferenca de dois termos no segundo membro, obtemos:

= 0,12491.e" +0,12491.e* —e” =(0,2729L.(1+ ed))2 -2.(0,27291.(1+¢%))+1 =
= 0,12491.6* -0,87509.¢" = (0,074480.(1+ ed))2 —0,54582 —0,54582.e +1 =

= 0,12491.e*" —0,87509.e* =0, 074480.(1+ 269 +e% ) —0,54582.e" +0,45418

Aplicando a propriedade distributiva e somando os termos semelhantes no

segundo membro, obtemos:

0,12491.e* —0,87509.e* =0,074480.e** —0,39686.e° + 0,52866
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Neste momento, vamos transferir todos os termos do segundo membro para o

primeiro membro da equacao.
0,12491.e’ —0,074480.e*" —0,87509.e" +0,39686.6" —0,52866 =0
Novamente, somando os termos semelhantes, obtemos:
0,05043.e** —0,47823.e* —0,52866 =0 (22)

Agora, faremos a seguinte substituicéo:
{x=e' = x*=¢”

Substituindo na equacao (22)
0,05043.x* —0,47823.x —0,52866 =0 (23)

Obtemos uma equacgdo polinomial do 2° grau. Denominemos as raizes da

equacao (23) de X; e X,. Utilizando a formula de resolugdo deste tipo de equacao,

temos:
, bt Vb?-dac o
12 2 a (24)
onde:
a=0,05043
b=-0,47823

c =-0,52866
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Substituindo os valores de &, b e C na férmula (24), obtemos;

| 0,478231+ ,/(-0,47823)° - 4.0,05043.(~0,52866)

X, =
' 2.0,05043
« - 0,47823+0,57909
v 0,10086
Assim, encontramos as seguintes raizes:
x, =10,483
X,=-1
d
Sabendo que € =X, isso implica que:
d =In(x), para todo x>0 (25)

Dessa forma, verificamos que o valor encontrado para a raiz X, ndo convém,
pois € um valor negativo. Entéo, utilizaremos apenas o valor da raiz X;.

Substituindo X; na equacéo (25), temos:

d =In(10,483) = d =2,3498

Substituindo o valor de d na equacéo (17) podemos determinar o valor da

constante K

k =175343.(1+ %) = k = 2013543 575

Sabendo o valor das constantes d e k, finalmente determinaremos o valor da

Gltima constante I
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Substituindo os valores de d e k na equacéo (18), obtemos:

2013543,575

642492 = =202
1402 642492

140200 _ 2013543,575

= e"=21340 = e’. ™ =2,1340 = "™ =2,1340 >

a1 _ 2,1340 o e _ 10,483 — 20r=In 10,483
10,483 2,1340

2,1340
= r=0,079588

Logo, obtemos os valores das constantes k, d e r

k =2013543,575
d =2,3498
r=0,079588

Assim, a equacdo de Verhulst é dada por:

2013543,575

p(t) = 1+ 234980079588 (26)
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3.2.1 Comparacédo do Modelo de Verhulst com os dados dos Censos

Demograficos de Manaus.

Neste momento, faremos a estimativa da populacdo de Manaus no periodo de
1960 a 2018, utilizando a equacéo (26). Para isso, utilizaremos uma tabela para a
comparacao dos dados. Nesta tabela, também vamos incluir o erro absoluto e o erro
relativo gerado pelo modelo de Verhulst.

Na sequéncia, vamos inserir os dados da tabela em um grafico para analisar
os dados do IBGE e do Modelo de Verhulst.

Desta forma, obtemos os seguintes resultados:

Tabela 2 - Comparacéo da Populacéo pelo Modelo de Verhulst e Dados do IBGE

ANO DADOS [BGE DADOS ERRO % ERRO
MODELO ABSOLUTO RELATIVO
1960 175.343 175.343 0,00 0,00
1970 314.197 351.405 37.208 11,84
1980 642.492 642.465 27 0,00
1991 1.010.544 1.065.816 55.272 5,47
2000 1.403.796 1.403.724 72 0,01
2010 1.802.014 1.683.554 118.460 6,57
2018 2.145.444 1.824.366 321.078 14,97

Fonte — Autor (2018)
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Vamos verificar os dados da tabela através do grafico obtido por meio do

software Excel, do p

acote Office da Microsoft.

Gréfico 2 - Comparacéo do Modelo de Verhulst e Dados do IBGE
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Fonte — Autor (2018)



3.3

37

COMPARACAO DOS MODELOS DE MALTHUS E VERHULST COM OS
DADOS DOS CENSOS DEMOGRAFICOS DE MANAUS.

Neste momento vamos colocar os dados gerados pelos modelos de Malthus e

Verhulst em uma tabela e em seguida os dados serédo expostos em um grafico.

Tabela 3 - Comparacéo das Populacées dos Modelos de Malthus e Verhulst e seus

Respectivos Erros Relativos

DADOS DADOS DADOS % ERRO % ERRO
ANO IBGE MALTHUS VERHULST MALTHUS VERHULST
1960 175.343 175.343 175.343 0,00 0,00
1970 314.197 294.947 351.405 6,13 11,84
1980 642.492 496.133 642.465 22,78 0,00
1991 1.010.544 879.100 1.065.816 13,01 5,47
2000 1.403.796 1.403.808 1.403.724 0,00 0,01
2010 1.802.014 2.361.362 1.683.544 31,04 6,57
2018 2.145.444 3.579.699 1.824.366 66,85 14,97

Fonte — Autor (2018)

Gréfico 3 - Comparacao dos Modelos de Malthus e Verhulst com os Dados do IBGE
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3.4 ANALISE DOS MODELOS DE MALTHUS E VERHULST

Pela tabela 1, podemos perceber que o modelo de Malthus apresenta durante
os periodos de 1960 a 2000 uma razoavel aproximac¢do, com erro relativo maximo
de 22,78% em 1980. A previsdo do modelo comega a superestimar a populacao de
Manaus a partir dos anos 2000.

No ultimo censo realizado, em 2010, o modelo de Malthus prevé uma
populacdo de 2.361.362 de pessoas, enquanto que os dados do censo indica uma
populacdo de 1.802.014 de pessoas; 559.348 pessoas a menos em relacdo aos
dados do modelo. Em 2018, segundo estimativa divulgada pelo IBGE a populacéo
de Manaus chegara a 2.145.444 de pessoas, porém o modelo de Malthus, seguindo
seu crescimento exponencial, aponta com uma populagéao de 3.579.699 de pessoas;
uma incrivel diferenca de 1.434.255 de pessoas, ou seja, a populacédo estimada pelo
modelo de Malthus nesse ano é mais que o dobro da populacao real no ano 2000.
Dessa forma, de acordo com Zill e Cullen (2001, p.136) “fica claro que o modelo
exponencial ndo € um quadro completamente realistico. O modelo exponencial pode
ser realistico para crescimento de algumas populacdes durante um intervalo de
tempo relativamente curto”.

De fato, considerando o periodo de tempo analisado de 1960 a 2018, o
modelo de Malthus, conforme o gréafico 1, segue sua curva proxima aos dados reais
do censo até o ano 2000. Apds esse ano, o0 modelo passa a nao representar a
realidade do crescimento populacional de Manaus.

Diferentemente do modelo de Malthus, pela tabela 2, o modelo logistico de
Verhulst apresenta, durante o periodo de 1960 a 2018 uma melhor aproximacao,
comecando a divergir dos dados reais em 2018, no ultimo ano do periodo analisado,
com erro relativo de 14,97%.

Percebemos pelo gréafico 3, que o modelo logistico se comportou de forma
mais realistica comparado ao modelo de Malthus como era esperado. Pois, 0
modelo de Malthus ndo prevé fatores que possam influenciar no crescimento e
decrescimento da populacao, fato este, considerado pelo modelo logistico como a

desaceleracdo do aumento populacional de Manaus a partir da década de 90.
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Durante o periodo de 1970 a 1991, analisando o grafico 3, percebemos um
grande aumento na populacdo de Manaus de acordo com os dados do IBGE. Nos
anos de 1970, 1980 e 1991 a curva do modelo de Malthus se situa abaixo dos dados
reais do censo. Porém, o modelo de Verhulst acompanha esta tendéncia neste
mesmo periodo. Realmente, como ja foi dito, 0 modelo logistico representou melhor
o crescimento da populacdo de Manaus.

No periodo de 1970 a 1991, a populacéo praticamente dobra de uma década
para outra, conforme dados do censo. Podemos relacionar esta tendéncia,
principalmente, ap6s a criacdo da Zona Franca de Manaus®. Para Aratjo (2009,
p.41) “O ritmo de crescimento também ndo seria 0 mesmo, se levarmos em
consideracdo o0 grande contingente de migrantes que partiu rumo a Manaus
estimulados pela Zona Franca dando um forte impulso ao crescimento populacional”.

Ainda considerando este periodo, podemos ressaltar que:

A ZFM tem sido a principal propulsora da economia amazonense,
responsavel pelo crescimento econdmico e por grande parte do crescimento
populacional da cidade de Manaus, sendo fator de atracdo de migrantes,
seja da area rural estagnada economicamente ou mesmo de areas urbanas.
A operacionalizacdo da ZFM, na década de 1960, coincide com o inicio do
acentuado crescimento populacional da cidade. (NAZARETH, BRASIL,
TEIXEIRA, 2011, p.205).

De fato, a Zona Franca de Manaus, contribuiu nesse periodo, como o
principal fator de aumento acelerado da populacdo manauara; o modelo de Verhulst
acompanhou esse ritmo de crescimento, conforme a tabela 3.

A partir da década de 90, o ritmo de crescimento populacional diminui; a curva
logistica, conforme o grafico 3, acompanha essa tendéncia proxima a curva real de
dados do censo. O modelo de Malthus por sua vez, ndo tendo como prevé nenhum
fator de inibicdo do crescimento da populagdo, continua seu crescimento

exponencial, superestimando o tamanho da populagéo.

% A Zona Franca de Manaus (ZFM) foi idealizada pelo Deputado Federal Francisco Pereira da Silva e criada pela
Lei N° 3.173 de 06 de junho de 1957, como Porto Livre. Dez anos depois, o Governo Federal, por meio do
Decreto-Lei N° 288, de 28 de fevereiro de 1967, ampliou essa legislagdo e reformulou o modelo, estabelecendo
incentivos fiscais por 30 anos para implantagdo de um polo industrial, comercial e agropecuario na Amazénia.
SUFRAMA Superintendéncia da Zona Franca de Manaus. Disponivel em:
<http://lwww.suframa.gov.br/zfm_historia.cfm>. Acesso em 09/10/2018.
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CONSIDERACOES FINAIS

Durante esta pesquisa, podemos constatar a grande utilidade das equacdes
diferenciais de 1° ordem, especialmente, neste caso, na aplicagdo do estudo de
dindmica populacional.

Os modelos de Malthus e Verhulst, apresentados neste trabalho, sdo alguns
dos modelos conhecidos. Ao aplicarmos esses modelos no processo de crescimento
da populacdo de Manaus durante o periodo de 1960 a 2018, objetivo geral desta
pesquisa, conseguimos alcancar os objetivos propostos, que se tratava de analisar
suas curvas caracteristicas, demonstrando que a curva exponencial de Malthus
apresenta uma menor aproximacdo com os dados reais do censo; comparado ao
modelo logistico de Verhulst, que possui uma tendéncia de diminuicdo no seu
crescimento.

No periodo analisado, observamos que a criacdo da Zona Franca de Manaus,
contribuiu como o grande fator de aumento acelerado da populacdo manauara
durante as décadas de 70 e 80 e a partir dos anos 90 perdeu seu fator de atracdo
devido a abertura econémica do Pais.

Nesta pesquisa, alguns fatores dificultaram a obtencdo dos resultados
apresentados. A escolha do periodo de tempo para a andlise da pesquisa e a
obtencéo analitica da equacéao de Verhulst representaram as principais dificuldades
para a efetivacdo dos objetivos. Porém, foram superados. Dentre os aspectos
importantes desta pesquisa, podemos destacar a utilizacdo de conceitos do Célculo,
ensinados no Ensino Superior, contribuindo para que os alunos desta disciplina
possam perceber sua aplicacdo na realidade, aproximando o mesmo, da pesquisa
em Matematica Aplicada.

Ao considerarmos trabalhos futuros, ressaltamos que em um processo de
Modelagem o aperfeicoamento do modelo obtido é continuo. Portanto, esta sempre
aberto a mudancas que possam ser realizadas por pesquisadores ou até mesmo

alunos universitarios interessados na continuidade deste trabalho.



41

REFERENCIAS

ARAUJO, Emanuelle Silva. DESENVOLVIMENTO URBANO LOCAL: O caso da
Zona Franca de Manaus. Curitiba - PR, v.1, n. 1, p. 33-42, jan./jun. 2009. Disponivel
em:<https://periodicos.pucpr.br/index.php/urbe/article/view/4255>. Acesso em: 02 de
outubro de 2018.

BASSANEZI, Rodney Carlos. Ensino-Aprendizagem com Modelagem
Matematica. 4°ed. Sao Paulo: Contexto, 2014. 389p.

BASSANEZI, Rodney Carlos; JUNIOR, Wilson Castro Ferreira. Equacées
Diferenciais com aplicagbes. Campinas, S&o Paulo: Ed. Harbra LTDA, 1988. 572

p.

BOYER, Carl Benjamin. Histéria da Matematica. Traducéo: Elza F. Gomide. Séo
Paulo: Edgard Blucher, Ed. Da Universidade de S&ao Paulo, 1974. 488p.

CONFEDERACAO NACIONAL DE MUNICIPIOS — CNM. Perdas e Ganhos dos
Coeficientes do FPM DE 2018. Estudos TécnicossiCNM — Agosto de 2018.
Disponivel em: <https://www.cnm.org.br/biblioteca/exibe/3578>. Acesso em: 23 de
Outubro de 2018.

DIAS, V.M; PESSOA, R.S. Estudo da Dinamica de Crescimento Populacional da
Cidade de Sao José dos Campos — SP. Sédo José dos Campos, SP, 2016.
Disponivel:<http://inicepg.univap.br/cd/INIC_2016/anais/arquivos/RE_1006_08 01.p

df>. Acesso em: 13 junho de 2018.

EVES, Howard. Introducdo a Histéria da Matematica. Traducdo: Hygino H.

Domingues. 5°ed. Campinas — SP: Ed. da Unicamp, 2011. 843p.



42

HIMONAS, Alex; HOWARD, Alan. Calculo: Conceitos e Aplica¢bes. Tradugdo de
Ronaldo Sérgio de Biasi, PH.D. Rio de Janeiro, RJ: LTC, 2005. 524 p.

INSTITUTO BRASILEIRO DE GEOGRAFIA E ESTATISTICA — IBGE. Populac&o no
Censos Demogréaficos, segundo os municipios das capitais — 1872/2010.
Disponivel em: <https://cens02010.ibge.gov.br/sinopse/index.php?dados=6&uf=00>.
Acesso em: 13 de junho de 2018.

LAKATOS, Eva Maria; MARCONI, Marina de Andrade. Fundamentos de
Metodologia Cientifica. 5° ed. Sdo Paulo: Atlas, 2003. 311p.

NAZARETH, Tayana; BRASIL, Marilia; TEIXEIRA, Pery. MANAUS: crescimento
populacional e migracdes nos anos 90. Curitiba — PR, 10 a 12 de Outubro de 2011.
Disponivel:<http://www.ipardes.pr.gov.br/ojs/index.php/revistaparanaense/article/dow
nload/431/695>. Acesso em 02 de Outubro de 2018.

ZILL, Dennis G; CULLEN, Michael R. Equacdes Diferenciais, volume 1. 3° Edicéo.

Sao Paulo: Pearson Makron Books, 2001.



ANEXO

43

Populacdo nos Censos Demograficos, segundo os municipios das capitais de

1872/2010.

Regido  Capitl  fe2' 1m0’ 1oo0' aom'  esa'  gom' ee? ot gee? 1w wo®  20n0?
Riode 274972 52651 BHALY VISTAT3 1764141 2377450 3307063 4315746 5183067 5473000 5AS19M4 6320446
Jangiro
SioPado I35 BA9M 2MEN0 79033 13B261 2198096 3815351 SOTBOTT BIOTEES 0626804 104DSEET 11253503

[ Recle 6671 M55 3105 28B40 MEAM MR THT2M 104450 1097 12695 14198 15370

[ sabador 1908 174412 205613 26342 2043 417205 G735 10702 1531242 2072058 2408 2676
Potodlegre 43008 2421 TAETA 79263 27220 3MAIS1 GALIT3 Q03075 1158700 1283230 1360033 1409351
Belo 19472 I AT BT G 1255415 1622 2017M7 220747 2375151
Horizonte
Bebm  GISOT SOOB4 GRSED 24D MG 24D ADLATD GADS14 DADSAS 1244688 1270861 1303399

[ Fotdeza 0458 Q%02 439 TBSEH LIS 0169 SMHE  §T2702 13T TG 2082 2452185
Cuiiba 12651 M5 49755 BOEG  MOGSS B0STS A0 624360 1050047 1313004 156848 1751907
Maaus 93 BTN SO0 5T 06399 A0 TSI MAMUT G248 1DIDS44 1403796 180204

NE| Jodo UM OBEAS BT SN0 W3 N9ME  ISSNT MB4IE JWEN 4976 SN TNSNS
Pessoa

[@ waeo 2703 M4BT AN N2 N0 LM 0MS AN EB THBBE  9RLTAM

[ solis 316M 20308 %798 S99 853 19785 (9R0 0SS 40 KSR 10MEY

[ Teesna 2060 MEB 436 SN0 G G073 M7H D08 I B4 TMSB EMN

(@ Aeciv 9559 163% 2012 T4 0N B4 57D 16 2040 MG 608 5T

[@ e W BIE OBIE  NEE M/ IBNS ST M0IT MBI BRI TDISH  B03TH

[0) cus 9 1H15 M3 BEE MM B4 S 03T 2047 403 4B0M 55108

) Campo 969 T TAM0 M3 JBETE SIS4ED BRSM TGV
Grande

[7) Godna LB T BE5 MATM TIAT S0R0 109073 1302001
Foiandpois 25700 0667 229 413% 46771 GTEI0 WBSN MI4M 16055 S4BT MITHL 421240
Vigia  BAST BT 11BSD 206 45212 09 BS4D VR0 2SOTR 2R3 MMM 37al
Rio Branco 030 B0B  BME  ATERD BABS  19B1S 19BETI  J52BES 336038
Macapi M54 4BN5  BTTSS MDEM  ITR2S JRATAS 39820
Boa Vist 7247 I8 WO BUEN 2900 M0 28433
Palmas 1% MBI ITMS 283

)  Erasii {41742 S4E015 120339 1508415 2043169 2570160
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