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INTRODUCAO

Nos capitulos 1 e 2 sdo explorados respectivamente a fundamentacéo tedrica
e a metodologia da pesquisa. Onde, na fundamentacdo teorica tem-se uma
abordagem histérica da algebra, e também dos mateméaticos que influenciaram as
identidades algébricas e suas origens, por fim a respeito do tipo de problemas
utilizados nas aplicacdes, destacando a importancia desses problemas. Ja na
metodologia € tracado o caminho e tipo de pesquisa que foi realizado neste trabalho,
onde sdo colocados os procedimentos e as técnicas que tornaram possivel a
investigacdo das identidades algébricas: a pesquisa realizada foi qualitativa e o
instrumento de coleta de dados foi a pesquisa bibliografica.

Alem disso, sdo abordadas varias identidades algébricas existentes nos
capitulos 3 e 4, no qual logo no inicio tem uma breve abordagem sobre expressdes
algébricas e identidades algébricas com conceitos importantes para entender o
contetudo. Depois € tratado de produtos notaveis e fatoragbes, mais comuns,
guadrado da soma de dois termos, quadrado da diferenca de dois termos, a diferenca
de dois quadrados, quadrado da soma de trés termos, cubo da soma de dois termos,
cubo da diferenca de dois termos, soma de dois cubos, diferenca de dois cubos, cubo
da soma de trés termos, e também importantes identidades envolvendo fraces. Por
fim discorre sobre aquelas identidades menos conhecidas como a ldentidade de
Sophie- Germain, Produto de Stevin, Férmula de Viéte, Identidade de Lagrange,
Identidade de Bramagupta, Identidade de Catalan, Identidade de Platdo, Identidade

de Cauchy e uma ldentidade Especial.

Pretende-se aplicar algumas dessas identidades estudadas em uma série de
problemas matematicos, cerca de 30, cujo graus de dificuldades séo distintos, no
entanto logo apds o enunciado de cada questéo € descrito quais foram as identidades

utilizadas para a solucéo e elas podem ser encontradas no capitulo 5.

O diferencial deste trabalho sédo as aplicacbes das identidades através de
problemas envolvendo numeros racionais, irracionais, desigualdades matematicas,
radical duplo e racionalizacdo de denominadores como os utilizados em instrumentos
de avaliacdo de matematica. Outra importdncia da escolha dessa é&rea do

conhecimento matematico € a sua ampla aplicabilidade aos nimeros e simbolos que



de certa forma necessitam de uma manipulacao algébrica, assim como Laier (2014,
p.42) afirma:
E diferente de definir aspectos da Algebra, que podem facilmente ser
identificados em atividades tais como simplificar expressdes, resolver
equacdes, aplicar regras para operar tanto com ndmeros quanto com
simbolos. Essa manipulacdo de simbolos e a reproducdo de técnicas

operatérias, aplicadas mecanicamente, sdo caracteristicas claras da
Algebral...]

O publico alvo deste trabalho s&o todos os niveis de ensino que trabalham com
essas identidades, no entanto é evidente sua maior contribuicdo para o ensino

superior ja que possui um grau de dificuldades maior.

O objetivo geral deste trabalho € aprofundar o estudo sobre as identidades
algébricas com as suas caracteristicas, as suas particularidades, 0os seus aspectos

historicos e por meio de resolucédo de problemas.
Para tal fim, nos objetivos especificos buscou-se:

" Descrever aspectos historicos relevantes da algebra, em especial, dos

matematicos que contribuiram para as identidades algébricas estudadas;

" Definir as identidades algébricas a serem expostas com suas
caracteristicas e particularidades;
" Resolver questdes de instrumentos de avaliacdo como de olimpiadas

nacionais e internacionais sobre as identidades algébricas.
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CAPITULO 1: FUNDAMENTACAO TEORICA

1.1. ABORDAGEM HISTORICA

A historia das identidades algébricas esta intimamente ligada com a historia da
Algebra em si, pois foi buscando o aprimoramento na resolucédo das expressdes
algébricas em geral que foram sendo desenvolvidas técnicas para facilitar os célculos
através da utilizacdo das identidades.

A Algebra recebeu contribuicdes de varios povos e matematicos de toda parte
do mundo e foi originada pela necessidade do homem de resolver problemas comuns
ao nosso dia-a-dia. No entanto, destacou-se alguns deles que tornaram possivel o
desenvolvimento mais evidente dessa area do conhecimento matematico.

O povo egipcio com seus papiros, em evidéncia esta o papiro Rhind, ou
também conhecido como papiro Ahmes propos muitos problemas de origem algébrica.
O povo babilénico, por sua vez, € uma civilizagdo antiga da Mesopotamia como narra
Boyer (1996), que néao tinha dificuldades, por exemplo, em achar a solucdo de uma
equacao quadratica completa, pois ja haviam desenvolvido operacdes algébricas
flexiveis para isso, transportando termos, somando iguais a iguais, e multiplicando
ambos os membros por quantidades iguais para remover fracdes ou fatores. Somando
4ab a (a — b)? podiam obter (a + b)?, pois muitas féormulas simples de fatoracéo lhes

eram familiares.

O desenvolvimento da Algebra néo se deu de forma linear, pois houve estagios

no decorrer do tempo que estdo associados a evolucao da linguagem algébrica: o

primeiro estagio ndo se usava simbolos ou abreviacfes para expressar o pensamento

algébrico, ja o segundo introduziu alguns simbolos para representarem incognitas e

por fim o terceiro estagio em que as ideias algébricas passaram a ser expressas

apenas por meio de simbolos, sem recorrer o uso de palavras. Segundo Boyer (1996,
p. 123):

Considera-se em geral que podem ser reconhecidos trés estagios no

desenvolvimento da algebra: 1) o primitivo, ou retérico, em que tudo é

completamente escrito em palavras; 2) um estagio intermediério, sincopado,

em que sdo adotadas algumas abreviagdes; e 3) um estagio simbdlico ou
final.
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Um matemético importante a citar é Diofanto, que em sua principal obra
Arithmetica buscou resolucbes exatas de equacdes tanto determinadas quanto
indeterminadas, e foi chamado de pai da algebra, o que ndo € tdo conveniente, pois
em seu trabalho é mais tratado sobre contetdo relacionado as opera¢gdes numeéricas,
embora a generalizacdo fosse utilizada por ele , atualmente a &algebra é usada com
abreviacbes e ndo mais com palavras como na sua primeira fase com 0s povos
antigos, e foi Diofante que introduziu algumas abreviacdes, essa foi uma de suas
principais contribui¢cdes para algebra. Segundo Flood e Wilson (2013, p.34):

Diofanto de Alexandria, conhecido como o “Pai da Algebra”, viveu
provavelmente no século Il d.C. Pouco sabemos sobre sua vida. A sua
principal contribuicdo para a matematica foram os 13 livros que constituem a
Aritmética, nenhum dos quais sobreviveu. Ao contrario dos textos da maioria
dos matematicos gregos, essa obra era uma coletanea de problemas

algébricos propostos e resolvidos. Diofanto também foi primeiro matematico
a imaginar e empregar simbolos algébricos. [...]

Ja aquele que introduziu a algebra simbdlica foi Frangois Viete, para Gil (2001),
antigamente ndo existiam férmulas redigidas de maneira a generalizar os problemas,
para isso acontecer deveria ser criada uma nova algebra e um dos primeiros
matematicos que tentaram fazer essa introducdo da algebra simbolica foi o
matematico francés Viéte.

Na matematica hindu, o mais relevante matematico do século VIl foi

Brahmagupta (598-665), trazendo grandes contribuicbes para a algebra, para

Alcantara e Oliveira (2006), o matematico Brahmagupta denotava a incognita por ya
(de yavattavat, “tanto quanto”), os inteiros conhecidos eram antecedidos por ru (de

rupa , “namero puro”), as incégnitas adicionais eram indicadas pelas silabas iniciais
de palavras que expressam diferentes cores. Assim sendo, uma segunda incognita

poderia ser denotada por ka (de kalaka , “preto”). Nota-se que esse matematico ja
trabalhava com incognitas também, dando continuidade a generalizacdo tal qual
conhecemos atualmente.

Outro colaborador da algebra foi Al- Khowarizmi com seu livro: Al-jabr Wa’'l
mugabalah mesmo néo utilizando letras para expressar as variaveis, nem simbolos
para representar os nameros, e pelos seus problemas propostos elementares, néo
utilizou sincopacédo ou numeros negativos. Com tudo isso, ele ainda superou Diofanto
e Brahmagupta, pois em seu livro continha o foco da &lgebra atualmente: resolucbes

diretas de equacoes.
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Logo, quem realmente merece o titulo de pai da algebra é o Al- Khowarizmi.
Segundo Flood e Wilson (2013), a algebra de Al-Khowarizmi comeca com uma
descricao prolongada da solucdo de equacdes lineares e quadraticas. Como 0s
nameros negativos ainda ndo eram considerados significativos, ele dividiu as
equacfes nos seguintes seis tipos: Raizes iguais a nimeros, quadrados iguais a
nameros, quadrados iguais a raizes, quadrados e raizes iguais a numeros, quadrados
e numeros iguais a raizes e raizes e numeros iguais a quadrados. Em seguida, ele
passou a resolver casos de cada tipo, usando uma forma geométrica de “completar
quadrados”.

Apesar das técnicas algébricas serem conhecidas pelos matematicos e povos
antigos, para Grenier, Santos e Pereira (2010) foi somente com René Descartes
(1596-1650) que a geometria e a algebra se tornaram ramos da matematica que se
trabalhavam juntos, pois ele mostrou como traduzir problemas de geometria para a
algebra, abordando esses problemas através de um sistema de coordenadas que hoje

leva seu nome.

Percebe-se entdo que Descartes foi de fundamental importancia para a
matematica, e o sistema de coordenadas citado € o famoso plano cartesiano que tem
a funcao de representar planos, retas e curvas através de equacdes matematicas, ou
seja, € realmente a fusdo entre a geometria e a algebra. E € por esse motivo que 0s
estudos iniciais da Geometria Analitica surgiram com o auxilio das teorias de René

Descartes.

Em relacdo a origem das identidades algébricas, Eves (2004) diz que os gregos
antigos idearam processos algébricos engenhosos para efetuar operacdes algébricas
e atribui-se aos pitagoéricos parte consideravel dessa algebra geométrica, encontrada
em varios dos primeiros livros dos Elementos de Euclides. Assim, o Livro Il dos
Elementos contém varias proposi¢cées que em realidade sdo identidades algébricas
envolvidas numa terminologia geométrica, através de métodos de decomposicéo.

3

Ainda segundo Eves (2004) a resolucao de equacao cubica x~ + mx =n dada

por Cardano em sua obra Ars Magna € demonstrada através da identidade cubo da

diferenca de dois termos: (a- b)3 +3ab(a-b)= a3 -b3. Onde, escolhe-se a e b de

3,3

modo que 3ab=m,a =n, entdo x € dado por a - b. Resolvendo paraae b o

sistema formado pelas duas altimas equacoes obtemos:
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determinado.

As primeiras identidades tratadas neste trabalho sdo sobre as identidades
notéveis tanto de 2° grau quanto do 3° grau, para Guabiraba (2014), as identidades
acima citadas utilizam a propriedade distributiva para suas demonstracdes e para se

poupar tempo e ndo ter de multiplicar termo a termo sempre, se utilizam elas.

Ja aidentidade algébrica de Lagrange e Bramagupta costumam ser usadas em
problemas mais dificeis. Segundo Silveira (2017, p.3):

Temos aqui duas identidades que costumam ser usadas em problemas mais

dificeis, apropriados para alunos mais adiantados. A primeira pode ser

encontrada nos livros associada aos nomes de Diophantos (c. 250 dC, o

primeiro que mostrou conhecé-la e aplica-la), Fibonacci (c. 1200 dC, a

demonstracdo mais antiga conhecida), Lagrange (c. 1800, deu uma versao

mais geral), ou Brahmagupta (c. 650 dC que, em verdade, descobriu a
segunda identidade e a aplicou em varios problemas dificeis).

Outra identidade importante que sera estudada € a formula de Viéte, para
Muniz (2017) a fatoracao € chamada de formula de Viete em homenagem ao francés
matematico Francois Viéete (1540-1603).

Segundo Hall (2004), muitas mulheres fizeram parte da historia da matematica,
um exemplo classico foi Sophie Germain (1776-1831), que apesar da resisténcia
familiar inicial e da sociedade estruturada onde uma mulher era impossibilitada de
manter uma carreira fez contribuicées fundamentais nha matematica pura e aplicada,
obrigada a estar em casa desde cedo aprendeu a ler latim e grego na biblioteca de
seu pai e um dos livros que a fascinava era Essais Historiques sur la Mathématique
de Montucla, principalmente a seccdo onde descrevia a morte de Arquimedes pelo

seu interesse em um diagrama geomeétrico.

N&o é muito comum encontrarmos mulheres no decorrer da historia da
matematica comparando-se a quantidade de matematicos, mas Sophie Germain
ultrapassou essa barreira e fez grande diferenca, mesmo fazendo parte de uma
sociedade que ndo aceitava isso, assim sendo, uma das identidades que sera
abordada nesse trabalho recebe o0 nome dela.

Ainda, vale a pena aprender sobre contribuicdes do elaborador do produto de
Stevin, Simon Stevin (1548-1620), o produto foi chamado assim em homenagem a

seu nome, Dias (2016, p. 5) aborda:
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Simon Stevin morreu deixando um legado com inimeras participagdes no
ramo da mateméatica, como: em 1583 relatou construgdes relacionadas com
poligonos e poliedros utilizando o conceito de similaridade, de poliedro
regular e semi-regular; em 1585 apresentou um tratado unificado para a
resolugdo de equacdes do segundo grau e um método para encontrar
solugBes aproximadas de equacdes algébricas de todos os graus; em 1586
Stevin substitui 0 método indireto de exaustédo, usado por Arquimedes, por
um método direto que representa um passo importante para o conceito
matematico de limite.[...]

Cauchy foi outro matematico importante para as identidades algébricas, tanto
€ que uma das identidades recebeu o seu nome, Segundo Eves (2004, p.531):
Cauchy escreveu extensiva e profundamente tanto sobre matematica pura
como matematica aplicada, e provavelmente se ombreia com Euler em
volume de producdo. Suas obras reunidas contém, além de varios livros, 789
artigos, alguns dos quais séo trabalhos longos, preenchendo trinta e quatro
alentados volumes. A qualidade desse trabalho é irregular; por isso Cauchy
(muito contrario de Gauss) tem sido criticado por sua producdo excessiva e

por sua redacgédo apressada. [...] Cauchy teve de procurar outros escoadouros
para seus longos artigos, alguns excedendo cem paginas.

Além dessas identidades e os influenciadores para seus respectivos nomes,
tem-se ainda a identidade de Platdo, sobre Platdo, Bicudo (1998, p.3) afirma:

A tradicdo, bem como alguns modernos historiadores, consideram decisiva

sua colaboracdo ao desenvolvimento da matematica, mormente no que

respeita a método, a sistematizacdo e aos fundamentos da mesma, bem
como a sua emancipacao da experiéncia.

Mediante a isso, pode-se perceber na histéria da matematica que foram muitos
0s matematicos influenciadores no avanco da algebra em todos os seus estagios, até
chegar um ponto, enfim, de encontrar-se formas de resolver expressdes algébricas de
maneira mais simples, as identidades algébricas, mas foi por meio de todo esse

processo historico que chegamos a essas identidades que conhecemos atualmente.

Para as aplicacfes abordadas buscou-se tirar algumas questdes de olimpiadas
de matemética internacionais e a respeito dessas competicdes, Braganca (2013)
conta que em 1804, a Hungria realizou a 1° Olimpiada de matematica para alunos do
ultimo ano da escola secundaria. Com o passar dos anos, competicdes como essa se
espalharam pelo leste europeu, culminando, em 1959, com a organizacdo da 1°
Olimpiada Internacional de Matematica (International Mathematical Olympiad- IMO),
na Roménia, com paises daquela regido. Ha também a Olimpiada Ibero Americana
de Matematica com alunos de mais de 20 paises da América Latina, além de Espanha
e Portugal. A Ultima iniciativa internacional nesse tipo de competicéo foi a Olimpiada

de Matemética as Lusofonia, realizada pela primeira vez em 2011.
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J& em relacdo as olimpiadas de matematica nacionais que também foram
colocadas, Braganca (2013) diz, no Brasil, a Academia Paulista de Ciéncias criou em
1977 a Olimpiada Paulista de Matemética e dois anos mais tarde, surgiu a Olimpiada
Brasileira de Matematica (OBM), organizada pela Sociedade Brasileira de Mateméatica
(SBM). A OBM, em conjunto com as Olimpiadas Regionais de Matematica, envolve
anualmente a participacao de cerca de 200 mil estudantes no Brasil. Todavia, para
promover o ensino da Matematica nas escolas publicas, em 2005, a SBM, em parceria
com o Instituto de Matemética Pura e Aplicada (IMPA), criou a Olimpiada Brasileira
de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP), um projeto do Ministério da Educacao
(MEC) e do Ministério da Ciéncia e Tecnologia (MCT).

1.2. ABORDAGEM SOBRE AS APLICACOES UTILIZADAS

Sao inumeros os problemas e exercicios de um nivel de dificuldade maior,
inclusive de olimpiadas, que se aplicam as identidades algébricas, pois elas séo a
base das principais técnicas de fatoracéo. Portanto, sera esse o foco principal: mostrar
essas aplicacbes que utilizam as identidades algébricas, envolvendo: nameros

racionais, irracionais, desigualdades, entre outros.

Primeiramente, no MEC (2006) orienta que a matematica deve ser usada para
resolver problemas praticos do quotidiano, para modelar fenbmenos em outras areas
de conhecimento, além disso, para entender que ela é uma ciéncia com
caracteristicas préprias, que se organiza via teoremas e demonstracdes. Ela é um
conhecimento social e historicamente construido e tem grande importancia no

desenvolvimento cientifico e tecnolégico.

Buscou-se através das aplicacBes abordadas trazer a maior parte dessas
caracteristicas matematicas citadas pelo MEC, para que se torne ainda mais rico e
fundamentado a pesquisa realizada ao decorrer do trabalho, e desta forma, as

demonstracdes e as proprias definicbes foram interligadas a questdes.

As aplicacbes que foram abordadas estdo inclusas nos problemas do tipo
“aberto”, como MEC (2006) afirma que eles trazem a aquisi¢ao de procedimentos para
a resolucdo de problemas e o conhecimento passa a ser entendido como uma

importante ferramenta para os resolver.
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E é esse 0 objetivo com as questfes, pois elas requerem um pouco mais de
conhecimento para se solucionar, desenvolvendo o raciocinio légico e como ja
mencionado, as identidades estao ligadas a outros assuntos matematicos, o que torna

as aplicacdes de um nivel mais dificil.

Sao colocadas algumas aplicacdes que envolvam a resolucao de problemas e
h& varios tipos de resolu¢des, um autor que apresenta um quadro dos tipos de
problemas matematicos apresentados por Polya foi Laier (2014, p.57):

Quadro 1: Tipos de problemas Matematicos apresentados por Polya

Tipo Significacao
Problema Auxiliar E resolvido para que auxilie a resolver outro.
Problema rotineiro Que exigem somente o desempenho mecéanico

das operacdes matematicas.

Problema de determinacdo | Tem como objetivo que encontremos certo
objeto, tal como uma incognita; e podem ser

tedricos ou praticos, abstratos ou concretos.

Problemas de demonstracéo | Objetiva mostrar conclusivamente que certa
afirmativa, claramente enunciada, € verdadeira

ou, entao é falsa.

Problemas Préticos Sdo diferentes dos problemas puramente
matematicos, pois sao aplicados para alguma
area especifica, como engenharia, mas que
exigem o0 desenvolvimento de operacdes

matematicas.

Fonte: Polya (1975)

Desta forma, olhando o quadro apresentado por Polya, nota-se que a maioria
das aplicacfes que foram escolhidas, estdo encaixadas no tipo de problema rotineiro,
onde sera utilizado o desempenho mecéanico das identidades que serdo definidas e
demonstradas no decorrer da pesquisa realizada. Mas tem também presente os
problemas de determinagéo, onde se chegara a encontrar o valor de uma variavel e
os problemas de demonstracdo onde se alcancga a conclusao de que o enunciado da

guestao é realmente verdadeiro.



18

Ainda, segundo Laier (2014, p.57):

Essa classificacdo apresenta as diferentes naturezas que problemas
matematicos podem apresentar, mas que mesmo assim, podem ter um
padrdo a seguir em todas as resolucdes. E basicamente o que chama de
raciocinio heuristico, que leva em consideracao certos padrdes logicos que
sdo importantes para a resolucdo de problemas, e tem a ver com aspectos
psicoldgicos de quem resolve o problema. Desta forma, todos os tipos de
problemas situam-se no campo da heuristica, que diante das consideragfes
acima, pode ser entendida basicamente como algo o qual “trata do
comportamento humano em face de problemas”

O trabalho contém, a maioria, questfes de olimpiadas, tanto nacionais quanto
internacionais, elas serdo empregadas por conta da exigéncia de mais conhecimento
para resolvé-las. Segundo Braganca (2013) essas competicbes tém por objetivo
promover a matematica, desenvolver a habilidade l0gica, criativa e social, bem como
utilizacdo de métodos adequados de pensamento e trabalho, nos quais os alunos
colocam em pratica o conteudo aprendido através de situacdes problemas, além
disso, forma futuros lideres de sociedades de matematica, causa melhoria de
capacidade cientifica através de motivacdo e competitividade regional, nacional e
internacional que contribuem para o desenvolvimento dessas regifes, estados e

paises participantes, entre outros motivos.
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CAPITULO 2: METODOLOGIA DA PESQUISA

2.1. A ABORDAGEM METODOLOGICA

Partindo da concepgédo de que método € um procedimento ou caminho para
alcancar determinado fim e que a finalidade da ciéncia é a busca do
conhecimento, podemos dizer que o método cientifico € um conjunto de
procedimentos adotados com o proposito de atingir o conhecimento.
(PRODANOV e FREITAS, 2013, p.24)

Em concordéancia, buscou-se identificar os procedimentos intelectuais e as
técnicas que tornaram possivel a investigacao das identidades algébricas, portanto foi
empregada uma linha de raciocinio no processo da pesquisa. Mas, para isso 0 que

determinou o objeto investigado e o seu estudo, foi a pesquisa qualitativa.

No entanto, antes disso, primeiramente vale a pena entender o que € a
pesquisa e como foi aplicada para assim seguir essa linha de raciocinio proposta, pois
nao foram colocadas copias de informacdes desordenadas ou opinides avulsas sobre
0 assunto, pelo contrario, as informacfes foram dadas com referéncias corretas e
confiaveis, e assim, ampliou-se os conhecimentos sobre o assunto escolhido.

Conforme Prodanov e Freitas (2013, p.43):

A pesquisa cientifica € a realiza¢do de um estudo planejado, sendo o método
de abordagem do problema o que caracteriza o aspecto cientifico da
investigac&o. Sua finalidade é descobrir respostas para questdes mediante a
aplicacdo do método cientifico. A pesquisa sempre parte de um problema, de
uma interrogacdo, uma situacdo para a qual o repertério de conhecimento
disponivel ndo gera resposta adequada.

Para Machado (2010) o pesquisador ao fazer o seu trajeto em busca de suas
pesquisas e investigacdes é imprescindivel que ele ja tenha seus procedimentos
metodolégicos bem estruturados e definidos, assim por meio desses eixos
norteadores ele venha ser auxiliado no seu estudo de pesquisa. Assim sendo ja
tracado o procedimento metodoldgico que foi percorrido, a pesquisa qualitativa, se

constituira a importancia dela.

Como narra Prodanov e Freitas (2013): A Pesquisa qualitativa considera que
hda uma relacdo dindmica entre o mundo real e o sujeito, isto €, um vinculo
indissociavel entre o mundo objetivo e a subjetividade do sujeito que nao pode ser
traduzido em numeros, ela ndo requer o uso de métodos e técnicas estatisticas. O

ambiente natural é a fonte direta para coleta de dados e o pesquisador € o
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instrumento-chave. Tal pesquisa é descritiva. Os pesquisadores tendem a analisar
seus dados indutivamente. O processo e seu significado s&o os focos principais de
abordagem.

Desse modo, a pesquisa foi realizada no ambiente bibliografico e o objeto de
estudo foram as identidades algébricas e elas necessitam de um trabalho mais
intensivo de campo, ndo havendo manipulacdo do pesquisador. As identidades séo
definidas e demonstradas através de investigacdes em livros, artigos cientificos e

outros meios confiaveis sobre o contetdo.

2.2. TECNICA DE COLETA DE DADOS

Com afinalidade de obter os dados necessarios na elaboracéo dessa pesquisa,
foi tracado um modelo conhecido como delineamento, uma vez que expressa ideias
de padréo, organizacao e planejamento. Conforme Prodanov e Freitas (2013, p.54):

O delineamento refere-se ao planejamento da pesquisa em sua dimensao
mais ampla, envolvendo diagramacao, previsao de analise e interpretacéo de
coleta de dados, considerando o ambiente em que séo coletados e as formas
de controle das varidveis envolvidas. O elemento mais importante para a

identificacdo de um delineamento é o procedimento adotado para a coleta de
dados.

O delineamento seguido € a pesquisa bibliografica que tera como base
materiais ja elaborados sobre o contetddo e os instrumentos utilizados sédo as fontes
bibliograficas. Como narra Prodanov e Freitas (2013): A Pesquisa bibliografica é
elaborada a partir de material ja publicado, constituido principalmente de: livros,
revistas, publicacbes em periédicos e artigos cientificos, jornais, boletins,
monografias, dissertacdes, teses, material cartografico, internet, assim sendo o
pesquisador ficara em contato direto com todo material ja escrito sobre 0 assunto da
pesquisa. No entanto, em relacdo aos dados coletados na internet, verificou-se a

confiabilidade e fidelidade das fontes consultadas.

Por fim, sdo apresentadas e demonstradas as identidades algébricas: quadrado
da soma de dois termos, quadrado da diferenca de dois termos, a diferenca de dois
guadrados, quadrado da soma de trés termos, cubo da soma de dois termos, cubo da
diferenca de dois termos, soma de dois cubos, diferenca de dois cubos, cubo da soma
de trés termos, algumas identidades envolvendo fragbes, Identidade de Sophie-

Germain, Produto de Stevin, Férmula de Viéte, Identidade de Lagrange, Identidade de
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Bramagupta, Identidade de Catalan, Identidade de Platdo, Identidade de Cauchy, e
uma Ildentidade Especial. Depois foram aplicadas essas identidades em problemas

matematicos, mas tudo embasado em uma pesquisa bibliografica confiavel.

E sobre as aplicagdes, como exposto na introducdo foram selecionados cerca
de 30 problemas matematicos relacionando algumas das identidades algébricas
estudadas com o conjunto dos numeros racionais e irracionais, radical duplo,
racionalizacdo de denominadores e desigualdades matematicas em questdes de

instrumentos de avaliagéo tais como de olimpiadas nacionais e internacionais.
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CAPITULO 3: INICIO DOS ESTUDOS SOBRE AS IDENTIDADES ALGEBRICAS

3.1. AS EXPRESSOES ALGEBRICAS E IDENTIDADES ALGEBRICAS

Nas expressoes aritméticas sempre sao trabalhados termos numéricos. Como
na expressao:1+2, percebe-se ser uma operacao bem simples envolvendo apenas
dois nimeros, no entanto, chega até as expressfes mais complexas e em todas

envolvem apenas numeros.

Todavia, o intuito desse trabalho € utilizar as expressdes algébricas, ja que as
identidades séo desse tipo, logo precisa-se antes ter uma breve definicdo de termos
algébricos e expressoes algébricas.

O termo algébrico é uma multiplicacdo de numeros e letras. As letras também
representam numeros que sdo a principio desconhecidos, ou seja, podem assumir
qualquer valor real. E possivel calcular o valor de uma expressio algébrica, desde
gue sejam dados os valores dessas letras. Aléem disso, quando ha equacdes que
envolvem essas expressoes, dar para descobrir os valores dessas letras, que podem

ser chamadas de incognitas.

Uma expressao algébrica € uma combinacao de operacdes matematicas nas
guais estao envolvidos termos algébricos. Utiliza-se varias letras, e cada uma com
poténcias diferentes, e combinam-se elas por adi¢des, subtracbes, multiplicacdes,
divisdes, poténcias e raizes. Sendo assim, formam-se expressdes algébricas, das
mais simples as mais complicadas. Na maior parte da algebra € mais comum a
ocorréncia de expressdes algébricas simples. Porém, é necessario classifica-las, ou

seja, identificar certas caracteristicas importantes.

Toda expressao algébrica pode ser classificada em racional ou irracional.
Expressao algébrica racional é aquela em que suas variaveis aparecem somente
elevadas a poténcias inteiras. Expressao algébrica irracional é aguela em que existem
variaveis elevadas a poténcias que ndo sejam numeros inteiros, por exemplo, raizes.

Se a expressao for racional, é possivel ainda classifica-la em inteira ou
fracionaria. Expresséao algébrica racional inteira € aquela que é racional e ndo possui
variaveis em denominadores. Expressao algébrica racional fracionaria é aquela que é

racional e possui variaveis em denominadores.
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7

Uma expressdo algébrica racional inteira € chamada de polindmio. Se a
expressao tiver apenas um termo, é chamada de monémio. As expressdes com 2 e
com 3 termos sdo chamados de polindmios, mas seus nomes respectivamente sao:
bindmios e trinémios. E correto dizer que o mondmio, o binémio e o trinémio sdo
polinbmios com respectivamente 1, 2 e 3 termos.

Alias, é importante definir a igualdade algébrica que nada mais € que o
resultado de juntar com o sinal de igual duas expressdes algébricas. Toda igualdade
algébrica tem o formato:

Expresséao algébrica 1= Expressao algébrica 2

O foco maior desse trabalho séo as identidades algébricas, elas sdo a base das
principais técnicas de fatoracéo, por isso vale a pena relembrar sua definicao:

Identidade algébrica € toda igualdade algébrica, que € verdadeira se, e
somente se, a igualdade é verdadeira para quaisquer valores que se atribua as

variaveis envolvidas.
3.2. IDENTIDADES ALGEBRICAS NOTAVEIS

Sao ditas notaveis por serem as identidades algébricas que merecem ser
destacadas por conta da grande frequéncia com que aparecem quando operamos

com expressoes algébricas.

3.2.1. Identidades Algébricas Notaveis do Segundo grau
3.2.1.1. Quadrado da soma de dois termos
Definico:

E uma expresséo algébrica em que a soma de dois monémios esté elevada ao
guadrado. Sejam a,b € R, elevando ao quadrado a soma desses dois termos alcanca

o resultado: o quadrado do primeiro termo mais o dobro do produto entre o primeiro

termo pelo segundo termo mais o quadrado do segundo termo.

(a+b) =a’+2ab+Db’.
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Demonstracao:

Utilizando-se as propriedades comutativa e associativa da adicdo e
multiplicacdo de numeros reais, além da propriedade distributiva da multiplicagcdo em
relacdo a adicdo, temos:

(a+b)* =(a+b)(a+b)
=a(a+b)+b(a+b)
=(a’+ab)+(ba+b*)
=a’+(ab+ab)+b>.

=a’+2ab+Db%
3.2.1.2. Quadrado da diferenca de dois termos
Definicéo:
E uma expresséo algébrica em que a diferenca de dois mondmios esté elevada

ao quadrado. Sejam a,b € R, elevando ao quadrado a diferenca desses dois termos

alcanca o resultado: o quadrado do primeiro termo menos o dobro do produto entre o

primeiro termo pelo segundo termo mais o0 quadrado do segundo termo.

(a-b)’ =a’-2ab+b?,

Demonstracao:

Utilizando-se a formula para o quadrado da soma de dois termos, fica assim:
(@-b)* =[a+(-b)]”
=a® +2a.(-b)+ (-b)?
=a’-2ab+b?.
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3.2.1.3. A diferenca de dois quadrados

Definicéo:

E uma expressao algébrica que possui dois mondmios e ambos devem estar
elevados ao quadrado cuja operagdo entre 0os mesmos € de subtracdo. Sejam
a,b € R. O quadrado do primeiro termo menos o quadrado do segundo termo €é igual

ao produto da soma pela diferenca desses dois termos.

(@2 -b?)=(a+b)(a-b).

Demonstracao:

Iniciando-se com o produto da soma pela diferenca e utilizando novamente as
propriedades das operacdes aritméticas de numeros reais, obtemos:
(atb)(a-b)=a(a-b)+b(a-b)
=a’-ab+ab-b?
=a’ab + ab - b?
=(a*-b?).

3.2.1.4. Quadrado da soma de trés termos

Definicao:

E uma expressao algébrica em que a soma de trés mondmios esta elevada ao
guadrado. Sejam a,b,c e R. Elevando-se ao quadrado a soma desses trés termos,
entdo o resultado é igual ao somatério entre o quadrado do primeiro termo, o quadrado
do segundo termo, o quadrado do terceiro termo, o dobro do produto entre o primeiro
termo pelo segundo termo, o dobro do produto entre o primeiro termo pelo terceiro

termo e o dobro do produto entre o segundo termo pelo terceiro termo.

(a+b+c)’ =a’+b*+c”+2ab+2ac+2bc.
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Ou equivalente:

(a+b+c)*=a’+b*+c?+2(ab+ac+bc).

Demonstracao:

Utilizando-se duas vezes a formula para o quadrado da soma de dois termos,
alcancamos:
(a+bre) =[(a+b)+c]
=(a+b)’ +2(a+b)c+c?
=(a’ + 2ab+b* )+ (2ac + 2bc)+ c?
=a’ +b*+c” +2ab+2ac+2bc
=a’ +b*+c? +2(ab+ac+bc).

3.2.2. Identidades Algébricas Notaveis do Terceiro grau

3.2.2.1. Cubo da soma de dois termos
Definicao:

E uma expresséo algébrica em que a soma de dois monémios esta elevada ao
cubo. Sejam a,b € R. Elevando-se ao cubo a soma desses dois termos alcangamos
0 seguinte resultado: o cubo do primeiro termo mais o triplo do produto entre o
guadrado do primeiro termo pelo segundo termo mais o triplo do produto entre o

primeiro termo pelo quadrado do segundo termo mais o cubo do segundo termo.
(a+b)’ =a®+3a%b+3ab?+b°.
Ou equivalente:

(a+b)’ =a®+3ab(a+b)+b°.
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Demonstracao:

Mais uma vez utilizando as propriedades da adicdo e multiplicagdo dos
nameros reais citadas anteriormente, além da férmula para o quadrado da soma de
dois termos, encontramos:

(a+b)’ =(a+b)(@+b)?
=(a+b)(@®+2ab+b?)
=a(a®+2ab+b*)+b(a’+2ab+Db?)
=a.a’+a.2ab+a.b®+b.a*+b.2ab+b.b?
=a’+2a’b+ab®+ba’+2ab’*+b®
=a’+3a’b+3ab’*+b°
=a’+3ab(a+b)+b®

3.2.2.2. Cubo dadiferenca de dois termos

Definicao:

E uma expresséo algébrica em que a diferenca de dois mondmios esta elevada
ao cubo. Sejam a,beR. Elevando-se ao cubo a diferenga desses dois termos
alcancamos o seguinte resultado: o cubo do primeiro termo menos o triplo do produto
entre o quadrado do primeiro termo pelo segundo termo mais o triplo do produto entre

0 primeiro termo pelo quadrado do segundo termo menos o cubo do segundo termo.
(a-b) =a’-3a%b+3ab?-b°.
Ou equivalente:

(a-b)’ =a®-3ab(a-b)-b>.

Demonstracao:

Aplicando-se a férmula para o cubo da soma de dois termos em

(a-b)’> =[a+(-b)]?, temos:
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(@-b) =[a+(-b)]?
= a® +3a%(-b)+3a(-h)* + (-b)*
=a®-3a’b+3ab?-bd,

3.2.2.3. Soma de dois cubos

Definicao:

E uma expresséo algébrica que possui dois mondmios e ambos devem estar
elevados ao cubo cuja operacao entre os mesmos é de adicdo. Sejam a,b R, 0 cubo
do primeiro termo mais o cubo do segundo termo gera como resultado: o produto entre
a soma dos dois termos pela seguinte expressao algébrica montada com os dois
termos: o quadrado do primeiro termo menos o produto entre o primeiro e o segundo

termo, mais o quadrado do segundo termo.

(@*+b*)=(a+b)@* -ab+b?).

Demonstracdo:

Utilizando-se a formula do cubo da soma de dois termos, temos as expressoes:
(a+b)" =a’+3ab(a+b)+b* (I)
(a+b) =(a+b)@?+2ab+b?) ().
Agora, fazendo ()=(Il), temos:
a’® +3ab(a+b)+b® =(a+b)@ +2ab+b?)
a®+b® =(a+b)(@*+2ab+b?)-3ab(a+Db).
Por fim, por meio de agrupamento chegamos a identidade:

a® +b® =(a+b)(@® +2ab+ b* - 3ab)
a®+b® =(a+b)@® -ab+b?).
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3.2.2.4. Diferencade dois cubos

Definicéo:

E uma expressao algébrica que possui dois mondémios e ambos devem estar
elevados ao cubo cuja operacado entre os mesmos € de subtracdo. Sejam a,beR, 0
cubo do primeiro termo menos o cubo do segundo termo gera como resultado: o
produto entre a diferenca dos dois termos pela seguinte expressao algébrica montada
com os dois termos: 0 quadrado do primeiro termo mais o produto entre o primeiro e

0 segundo termo, mais o quadrado do segundo termo.

(@ -b*)=(a-b)@ +ab+b?).

Demonstracao:

Utilizando-se a formula do cubo da diferenca de dois termos, temos as

expressoes:
(a-b) =a®-3ab(a-b)+b? ()
(a-b)’ =(a-b)@2 - 2ab+b?) (II).
Agora, fazendo (I)=(Il), temos:

a® -3ab(a-b)+b® =(a-b)@* -2ab+b?)
a®+b® =(a-b)(@® -2ab+b?)+3ab(a-b).

Por fim, por meio de agrupamento chegamos a identidade:

a®+b® =(a-Db)(@® - 2ab+ b + 3ab)
a®+b®=(a-b)(@®+ab+b?).
3.2.2.5. Cubo dasomade trés termos
Definicao:

E uma expresséo algébrica em que a soma de trés monémios esta elevada ao

cubo. Sejam a,b,c e R. Elevando-se ao cubo a soma desses trés termos, entdo o
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resultado é igual o somatoério entre o cubo do primeiro termo, o cubo do segundo
termo, o cubo do terceiro termo, o triplo do produto entre a soma do primeiro com o
segundo termo, a soma do segundo pelo terceiro termo e a soma do primeiro com 0

terceiro termo:

(a+b+c)P =a*+b*+c®+3(a+b)(b+c)a+c).

Demonstracao:

Aplicando-se a formula para o cubo da soma de dois termos duas vezes e

utilizando as propriedades usuais das operacgdes aritmeéticas, obtemos:

(a+b+c)’ =[(a+b)+c]’
=a’+Db®+3ab(a+b)+c®+3(a+b)[(a+b)c+c?]
=a’+b®+c®*+3(a+b)lab+ac+bc+c?]
=a’*+b*+c®+3(a+b)a(b+c)+c(b+c)]
=a’+b’+c®*+3(a+b)[(b+c)(a+c)]
=a’+b*+c®+3(a+b)(b+c)(a+c).

3.3. IDENTIDADES IMPORTANTES ENVOLVENDO FRACOES

331 L1,1l_b+*a
a b ab
Definicao:

A soma dos inversos de dois niumeros reais nao nulos a e b resulta no quociente

entre a soma e o produto desses dois.
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Demonstracao:

Realizando-se o m.m.c. entre os denominadores a e b chega-se facilmente ao

resultado:
1 1 b a
—_t = — 4+ —
a b ab ab
:b+a
ab

Definicao:

A subtracdo dos inversos de dois numeros reais ndo nulos a e b resulta no

guociente entre a diferenca e o produto desses dois.

Demonstracdo:

Analogamente a demonstracéo 3.3.1 chega-se a:

11 b a
a b ab ab
_b-a
T

sag Ly L _2atl
7 a a+l a(a+l)

Definicao:

*
Seja aeR e a=1. Essaidentidade afirma que a soma dos inversos entre um
namero e seu sucessor resulta no quociente entre o dobro do nimero mais um, e o

produto dos dois.
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Demonstracdo:
Temos:
1 1 a+l a
—+ = +
a a+l1l a(a+l) a(a+l)
_ 2a+l
a(a+1)
1 1 1
3.34. —-

a a+l a(@a+1)
Definicao:

*
Seja acR e a=1. Essa identidade afirma que a diferenca entre os inversos

de um numero e de seu sucessor € igual ao inverso do produto entre eles.

Demonstracdo:

Analogamente a demonstracao 3.3.3, chegamos a:

1 1 _ a+l a
g_a+1_a(a+1)_a(a+l)
_A+14
- a(a+1)

1

a(a+1)
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3.35 L + 1 ‘E
7 a+l a(a+l) a
Definicéo:

* . - -
Seja acR e a=1. O somatorio entre o inverso do seu SUCESSOr € 0 iNverso

do produto entre ele e seu sucessor resulta no seu inverso.

Demonstracao:

Utilizando-se 0 m.m.c entre os denominadores e também colocando em
evidéncia os termos semelhantes no numerador, temos:

1 N 1 _ a(a+1l) N at+l
a+l a(a+l) (at+l).a.(a+l) (a+l).a.(a+l)

e
(a+T).a.(a+1)

Q|
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CAPITULO 4: OUTRAS IDENTIDADES

4.1. FORMULA DE VIETE

Definicao:

Sejam a,b,c € R, 0 produto entre a diferenca do primeiro com o segundo termo
pela diferenga entre o primeiro e terceiro termo é igual um trinbmio de segundo grau
em a, frequentemente Util que é dado pela igualdade:

(a-b)(@a-c)=a’-(b+c)a+bc.(l)

Observe que, no lado direito da expressao (l), tanto na soma S=b+c quanto
no produto P =bc, percebe-se que b e c aparecem. Uma expresséo da forma em que
S e P representam respectivamente a soma e o produto de dois numeros ou
expressodes, € chamado de trindbmio de segundo grau e nesse caso € um trinbmio de
segundo grau em a. Portanto, escrevendo (I) como essa nova identidade, também
podemos ver como uma fatorizacdo de um trinémio de segundo grau: a* - Sa+ P, onde
S=b+c e P=bc:

a’-Sa+P=(a-b)@a-c) (Il)
A fatoracdo acima € chamada de férmula de Viéte.
Uma variante util da formula de Viete é a fatoracdo para a expressao

a’+Sa+ P, onde como antes, S=b+c e P=bc:
a’+Sa+P =(a+b)@@+c) (Il

Se mudarmos S, b e ¢ na equacdo (ll) respectivamente por -S,-b, e -c,

imediatamente vemos que (lll) é equivalente a essa fatoracao.

Demonstracao:

Tomando-se primeiramente o lado esquerdo da expresséao (l), e fazendo as

operacdes necessarias, chega-se a prova:
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(a-b)(a-c)=a(a-c)-b(a-c)
=a’-ac-ba+bc
=a’-(ac+ba)+hbc
=a’-a(c+b)+bc

ou
=a’-Sa+P.

Agora, para provar a variante Gtil da formula de Viéte (lll) também se seguiréd o
mesmo caminho:

(atb)(at+c)=a(a+c)+b(a+c)
=a’+ac+ba+bc
=a’+(ac+ba)+bc
=a’+a(c+b)+bc

ou
=a*+Sa+P.

4.2. |IDENTIDADE DE CATALAN

Definicao:

E uma relacéo curiosa e um tanto inesperada entre os reciprocos dos 2n

primeiros inteiros positivos:

1 11 1 1 1 1 1
1-—+=—-—+.. .+ -— =+ +oot—.
2 3 4 2n-1 2n n+l1 n+2 2n
Demonstracao:
Para provar isso defina:
s=p-2.t. 1, 1 1
3 4 2n-1 2n

Logo, escrevendo-se de outra forma e fazendo as operacdes necessarias

chegamos a:
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S=1- Zl_i +l_ Zi_l + ...+ 1 - Zi_i
2 2) 3 4 4 2n-1 2n 2n

1 1 1 1 1 1 1 1 1
=1+ -+ 4+ =+ .+ =+ .+ +—-2| =+ =+ .+ —
4 n 2n-1 2n 2 4 2n
1 1 1 1 1 1 1 1 1
=|1+—+=+ . +=|+——+ +o A —- |1+ =+ =+ .+
2 3 n n+l n+2 2n 2 3 n
1 1 1 1 1 1 1
=|1+—+ = | — +..F—-|1+—+ L=
3 n n+l n+2 2n 3 n
1 1 1
= + + . —.
n+l n+2 2n
Portanto,
S:—1 + L + ..+i
n+l n+2 2n

4.3. |IDENTIDADE DE BRAMAGUPTA

Definicao:

Sejam, a, b, e neR. Entéo:
(a®+nb’).(c’*+nd”)=(ac+nbd)*+n(ad-bc)’.
Isso mostra que para qualquer n fixo, o conjunto de todos 0s nimeros na forma

x*+ny? é fechado na multiplicac&o.

Demonstracao:

Aplicando-se o quadrado da soma e o quadrado da diferenca no lado direito da
equacao e depois fazendo-se agrupamento, obtemos:
(ac+ nbd)? + n(ad - bc)* = (a®c” + 2abcdn + n*b*d? )+ n(a®d” - 2abcd + b*c?)
= a’c? +2abcdn +n?b%d? + na’d? -2abcdn + nb2c?
=a’c’® +na’d®+n’b’d” + nb*c?
=a’(c®*+nd?)+b*(n’d*+nc?)
=a’(c®+nd?)+nb*(nd®+c?)
=(a® +nb*).(c®* +nd?).
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4.4. IDENTIDADE DE SOPHIE-GERMAIN
Definicéo:
E uma técnica de fatoracdo em que se completa quadrados. Sejam os dois
guadrados: a*,4b* e R, a0 soma-los obtemos como resultado a seguinte igualdade:

a*+4b* =(a’+2b*+2ab)(a*+2b*-2ab).

Demonstracao:

E notorio ver que:
a* +4b* =(a* +2b’ )2 - 4a2b?.
Pois aplicando o quadrado da soma de dois termos, temos:
(a® +2b? )2 - 4a?b? = a* +2.a%.2b% + 4b* - 4a%b?
(a® +2b? )2 -4a?b? = a* +4a’b? + 4b* - 4a%b?
a* +4b* = a* +4a*b? +4b* -4a*b” .
Ora, podemos escrever o termo 4a’b” assim: (2ab)2. Desta maneira teremos:
a' +4b" = (a* +2b’ )2 -(2ab)’ .
Aplicando a férmula da diferenca de dois quadrados, obtemos:
a*+4b* = (a® + 2b® + 2ab)(a® + 2b* - 2ab).
Ou equivalente:

a*+4b* = (a+b)’ +b? | (a-b) +b |
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4.5. |IDENTIDADE DE CAUCHY

Definicéo:

Sejam a,beR. A identidade de Cauchy resulta da diferenca entre a n-ésima
poténcia da soma entre esses dois termos, a n-ésima poténcia do primeiro termo, e a
n-ésima poténcia do segundo termo.

Para n=3, obtemos:

(a+b)’-a’-b*=3ab(a+b).

Para n=5, obtemos:

(a+b) -a°-b°=5ab(a+b)(a’+ab+b?).

Demonstracdo:

Primeiramente, para n=3, aplicando-se o cubo da soma de dois termos,

encontramos:

(a+b)3 -a®-b®= 2% +3a’b+3ab’ +1% -& 7.
Assim,
(a+b)’-a’-b*=3a’b+3ab?.
Agora, isolando-se os termos semelhantes, encontra-se:
(a+b)’-a®-b*=3ab(a+b).
Provando assim a identidade de Cauchy para 3 termos.
Por fim, para n=5, aplicando-se a quinta poténcia da soma de dois termos
demonstrada abaixo:
(a+b)® =(a+b)’ (a+b)’ (a+b)
(a®+2ab+b?)(a*+2ab+b*)(a+b)

(a4 +2a’b+a’b?+2a’b+4a’b?+2abd+a’b?+2ab® + b“)(a+ b)

(a4 +4a%b+6a’b?+4ab’ + b4)(a+ b)
= (a5 +4a*b+6a’b®*+4a’b®*+ab*+a’b+4a’b’*+6a’b®* +4ab* + b5)
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=(a° +5a’b+10a°h® +10a’b® +5ab* +b°).
No lado direito da equacao, obtemos:
(a+b)’ -a°-b® = &% +5a’b+10ab? +10a%h’ +5ab* 345° »&° 4" .
Logo,
(a+b)’-a°-b°=5a’b+10a’b*+10ab* +5ab”.
Agora, isolando-se os termos semelhantes, fazendo as devidas manipulagoes,
e também a soma de dois cubos e ainda o agrupamento, encontra-se:

(a+b)’ -a°-b°=5ab(a’+2a’h+2ab’+b?)
=5ab|a’+2ab(a+hb)+b’]
=5ab|2ab(a+hb)+a’+b’]
=5ab| 2ab(a+b)+(a+b)(a*-ab+b?)]
=5ab| (a+b)(a’-aly +b’+ 2ab) |
=5ab[(a+b)(a’+ab+b®)].

Provando assim a identidade de Cauchy para 5 termos.
4.6. |IDENTIDADE DE LAGRANGE
Definicéo:

Sejam a,b,ced eR. Entdo

(a2+b2)(cz+d2)-(ac+bd)2 =(ad-bc)’.

Demonstracao:

Distribuindo-se a multiplicacdo e fazendo o quadrado da soma de dois termos
do lado esquerdo da equacéo, temos:
(a®+b?)(c?+d?)-(ac+bd) =(a’c’ +a’d”+b’c’ +b’d?)- (a’c® +2acbd +b’d?)

= a2¢? +a2d? +b2c? +b*d? -a*c? -2achd -b*d?

= a’d*+b’c?-2achd.
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Observa-se que no lado direito da equacao temos o quadrado da diferenca de

dois termos. Logo
(a® +b*)(c* +d?)-(ac+ bd)’ = (ad-bc)’.

Provando-se assim, a ldentidade de Lagrange.
4.7. IDENTIDADE DE PLATAO
Definicao:

Sejam a,beR. Entédo

(a’ +b2)2 =(a’-b? )2 +(2ab)’.

Demonstracdo:

Aplicando-se o quadrado da diferenca de dois termos e também a propriedade

da poténcia de poténcia no lado direito da equacéo, tem-se:
(a2-b?) +(2ab)’ =(a®) -2ab?+(b?) +4a’b’
=(a’ )2+2a2b2+(b2)2.

Percebe-se a identidade do quadrado da soma de dois termos no lado direito

da equacdao, assim:
(a®-b? )2 +(2ab)’ =(a>+ bz)2 .

Provando, por fim, a Identidade de Platao.
4.8. PRODUTO DE STEVIN
Definicéo:

E o produto de qualquer nimero de binémios do 1° grau, da forma (x + a),

onde a é um namero real ou complexo.
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Para dois bindmios, teremos:
(x+a)(x+b)=x*+(a+b)x+ab.
Para trés bindmios, teremos:

(x+a)(x+b)(x+c)=x*+(a+b+c)x*+(ab+ac+bc)x+abc.

Demonstracao:

Obtemos as férmulas acima, simplesmente multiplicando os binémios,
vejamos:
No primeiro caso, temos a multiplicacdo de dois bindmios. Assim, aplicando-se

a distributiva, temos:
(x+a)(x+b)=xx+xb+ax+a.b.
Logo, utilizando-se o agrupamento, encontra-se:
(x+a)(x+b)=x*+(a+b)x+ab.

No segundo caso, temos a multiplicacéo de trés bindbmios. Comisso, aplicando-
se a distributiva, temos:

(x+a)(x+b)(x+c)= [xz +(a+ b)x+ab].(x+c)

= x?.x+x%.c+(a+b)x.x+(a+b)x.c+ab.x+abc.
Assim, utilizando-se o agrupamento, encontra-se:

=x®+(a+b+c)x* +(ab+ac+bc)x+abc.
4.9. UMA IDENTIDADE ESPECIAL
Definicéo:

Sejam a,b e ce R . Entao:

a®+bd+c? -3abc=(a+b+c)(a2+b2+c2 -ab-ac-bc).
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Demonstracao:

Sera demonstrada de duas formas:

1° Forma (Algébrica):

a’+b*+c®-3abc=(a+b)’-3ab(a+b)+c*-3abc
=(a+b)’+c®-3ab(a+b)-3abc
3(atb)c(atb+c)-3ab(a+b)-3abc
3(atb)c(atb+c)-3ab(a+tb+c)
(a+b+c)’ - (a+b)c-3ab}

3
a+b+c

3

(a+b+c)’ 3ac-3bc-3ab]

(

= ) -
= ) -
=(at+b+c)
= )
= ( )(@®+b*+c*-ac-bc-ab).

2° Forma (Usando determinante):

Pelo teorema de Jacobi, um determinante ndo se altera se substituimos uma

linha com sua soma por duas outras. Entao:

a b c| |(atb+c) (a+b+c) (a+b+c)
c a b|= C a b
b ¢ a b c a

Logo, a®+b®+c®-3abc=(a+b+c)(a’+b’+c’-ab-ac-bc).
Note que esta identidade também pode ser escrita como:

a’+b°+c’-3abc= %(a+ b+c)[(a-b)2+(b-c)2+(c-a)2].
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CAPITULO 5: APLICACOES

Aplicagcéo 1. Gomes, (2010).

Foram utilizadas as identidades 3.2.1.3. A diferenga de dois quadrados, 3.2.2.4.
Diferenca de dois cubos e a 3.2.2.5. Cubo da soma de trés termos.

a) Se a+b+c=0 mostre que a®*+b®+c®=3abc.

Da equagédo: a+b+c=0, tem-se:

a+b=-c
at+tc=-b
b+c=-a.

Utilizando-se a formula para o cubo da soma de trés termos, obtemos:
(a+b+ c)3 =0
a’+b*+c’+3(a+b)(a+c)(b+c)=0.

atb=-c

Substituindo <a+c=-b na equacao acima, teremos:

b+c=-a
a’+b’+c*+3(-c)(-b)(-a)=0
‘a®+b®+c*-3abc=0.

Assim, conclui-se que a®+b® +¢® = 3abc.

b) Qual o valor de 4011°-2006°-2005°
(4011).(2006).(2005)

Faca a=2006 e b=2005, entdo: a+b=4011. Substituindo fica:

(a+b)’-a®-b® _a’+3a?b+3ab?+b®-a’-b® _3abfa*rb)
(a+b).a.b (atb).a.b B Wj

Portanto, o valor da expressao dada é 3.

=3.



Aplicacao 2. Se /x+

1.

N
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3, determine x-i. Gomes, (2010).
X

Foi utilizada a identidade 3.2.1.1. Quadrado da soma de dois termos.

Solucéo:

Elevando os dois lados da equacéo Jx+

£

1.

N

x+2+£:9
X
x+£:7.
X

3 ao quadrado, tem-se:

2
} =37, aplicando o quadrado da soma de dois termos, temos:

E novamente elevando ao quadrado os dois lados da equacédo e aplicando o

guadrado da soma de dois termos do lado esquerdo, obtemos:

2
(x+£j =7
X

x2+2+i2:49
X
1
x2+;?:47(n

. ~ 1
Por fim, se chamarmos a equacdo x-— de p e elevarmos ambos os lados da
X

equacao ao quadrado e aplicarmos o quadrado da diferenca de dois termos,

encontramos:

1
p=X-—

X
) 1j2
:X-—
p ( :
p2:x2+)i|'_2_2

Substituindo a equacéo (I) encontrada anteriormente nessa equacédo de p’

teremos:



45

p2=47-2
p> =45
p=+45
p:3\/§.

Logo, x-L=35.
X

Aplicac&o 3. Sabendo que a+b=6 , encontre o valor de: Gomes, (2010).
a%? - p3?

(az+b2)(a4+b4)(a8+b8)(a16+b16)+12b'

Foi utilizada a identidade 3.2.1.3. A diferenca de quadrados.

Solucéo:
Aplicando-se a diferenca de quadrados no numerador sucessivamente,

teremos:
alt (a16_b16)
= 2 2 4 4 8 8 16 +12b
(a®+b*)(a’+b*)(a*+b )M
(a16_b16)

TEe )R )
(e 1)

= +1

(a®+b?)(a" +b* M

N G P
~(a+b?)(@+b")

)
),
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—W(az-b2)+12b

=(a2 -b2)+12b

=(a+b)(a-b)+12b.
Substituindo-se o valor de a+b=6, encontramos:
=6(a-b)+12b
=6a-6b+12b
=6a+6Db.

Por fim, novamente substituindo o valor de a+b=6 chegamos ao resultado:
=6(a+b)

=6.6=36.

o VB2 1B V2-1

Aplicacdo 4. Determinando o valor obtemos:
Y8 -\V2+1

Vasconcelos, (2016).

a)l

b)+2

c)2

d) 2/2
e)3\/§

Foram utilizadas as identidades 3.2.1.2. Quadrado da diferenca de dois termos

3.2.1.3. A diferenca de dois quadrados.

Solucéo:
Chamando essa equacédo de p, elevando ambos os lados ao quadrado e

aplicando o quadrado da diferenca de dois termos, tem-se:



Aplicacao 5. O valor da expressao

47

B+ a1 ¥E -1
Y8 -2 +1
[Jﬂﬁ &% F}
VB -z +1
@% 2\/J_+ J— \/*) Js_ﬁ
8 - F

Fazendo a diferenca de dois quadrados dentro da raiz, tem-se:

_2.4/8_-2. Nf?-(ﬁ-l)
B2
_248-242/2-2+1
8-z

3 2+1
=2.

Portanto, p>=2, logo, p=+/2.

1 1 1

1 4.
N NN N N TN N T PN, T B

Vasconcelos, (2016).

a)l
b) 9
c) 99
d)100
€)109

Foi utilizada a identidade 3.2.1.3. A diferenca de dois quadrados.
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Solucgéo:
Fazendo a racionalizagéo pela identidade diferenca de dois quadrados em cada
uma das fracdes dessa expressao obteremos como resultado denominadores igual a

um e numeradores com a segunda raiz menos a primeira, veja:

)_E) ()

1

+ﬁ'gﬁ-ﬁ) 2-1 o
L (0 (80 (58 5
lﬁggw4gﬂwvff

Portanto, a expresséo do enunciado fica assim:

=J2-1+3-V2+4-3+..+100-99.

Separando as raizes positivas das negativas, temos:

:(JE+J§+JA_,+...+\/10_0)-(\/I+\/§+«/§+---+\/5E)
=(V2+\B+VE+..+ 09 +100 ) (VI + 2+ 3+ Va...+09).
Chamando (JE+ J3+/4. .+ \/SE) de x, também temos:

= (x+VL00)- (v +x)
= X +I00 - LA
= i00 A

=10-1=9.

Portanto, o valor da expressao € 9.
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(1) (1)

Aplicagéo 6. Seja x=

a: Santos, (2006).
a)5

b) 25

c) 125

d) 625

e) 125

Foi utilizada a identidade 3.2.1.3. A diferenca de dois quadrados.

Solucéo:

Primeiramente, deve-se notar que 4 = (J§+1)(J§-1). Assim,

(B
(5] (5 +2)( 6 +1) B -1
R

[ +1)(46 )6 +1)

49

O valor de (x+1)" € igual

Pela diferenca de dois quadrados, o fator racionalizante sera (i‘/g-l),pois

(45 -1) (45+1)=(5 -1). Logo,

(69) ()
() [ )
(5-2) (5]
(5 (36 )
61
(-3

Agora, o fator racionalizante sera (ﬁ/gl) pois (ﬁ/gl) (§/§+l):(4/§-1).

AsSsim,
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(B ()
() [
(]
(e
_ (¥5-1) |
()

Por fim, o fator racionalizante sera (15/5-1), pois (15/5-1) (1€/§+1):(§/§-1).

Dessa forma,

_(19/5-1 851
- >
:S/g-]_

Chegamos entéo ao resultado:

(x+1) = (95 A 51)"

48
~(46)
=5%=125.
L 1 1 1. _
Aplicacdo 7. A soma + + +...+ é igual a:
1.2 2.3 3.4 9.10
9
a_
)10
8
b)—
)10
7
C_
)10
6
d)—
)10
e)i
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1 1 1

a(a+l) a a+1’

Foi utilizada a identidade 3.3.4.

Solucéo:

1 1 1 . .
=—-—— na expressédo do enunciado temos:

Aplicando a identidade
a(a+l) a a+l

1 1 1 1 11 11 11 1 1
+ =Sl S Sl TR

+ + +...
1.2 2.3 3.4 9.10 1 2 2 3 3 4 9 10

E agora fazendo a soma dos simétricos obtemos:

LA A

110

1 1 9

Conclui-se que: + + +...+ =,
1.2 2.3 3.4 9.10 10

Aplicacdo 8. Transforme Y26-153 numa diferenca de radicais simples. Silva
(2017)

Foi utilizada a identidade 3.2.2.2. Cubo da diferenca de dois termos.

Solucéo:
As expressdes do tipo Ja+ cvb poderdo ser transformadas usando a relagéo

de radical duplo: Jazcyb =x+,fy.

Assim sendo, 326-15+3 = x-\/y, elevando ao cubo ambos os membros, e

aplicando o cubo da diferenca de dois termos no lado direito da equacéo, temos:

26-15\/§=x3-3X2\/)7+3X(\/y)2'<\/37)3
=x*-3x2Jy +3xy -y\fy
=(X3+3XY)'(3X2+y)\/y_

Por identidade de polinbmios obtemos:
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x> +3xy=26
3x2+y=15
=3,
Observa-se que na 32 equagao que y=3.
Aplicando o valor 3 na 22 equacao encontramos, X =+2, entretanto apenas x=2

satisfaz a 12 equacgéo.

Portanto, 3/26-153 =2-3.

Aplicacdo 9. Sejam x,y,z niumeros reais, todos diferentes de zero, de tal forma que

Xx+y+z=0. Explicar o por que xy+xz+yz=0 e, entdo calcular todos os valores

. . XP+y?+7? .
possiveis da expresséo xryrz Muniz, (2017).
Xy +yz+zX

Foi utilizada a identidade algébrica 3.2.1.4. Quadrado da soma de trés termos.

Solucéo:
Se elevarmos ao quadrado ambos os lados da equacdo x+y+z=0, temos:
(x+y+2z) =02
Aplicando-se o quadrado da soma de trés termos obtém-se:

x> +y?+z*+2(xy+xz+yz)=0

X2 +y?+2z2=-2(xy +xz+yz).
Assim, se xy + xz+yz =0, entao:
x*+y?+2°=0, logo, x=0, y=0 e z=0.

Isso é wuma contradicdo a hipbotese, assim sendo, substituindo

2 2,52
2 2, 2 ~ Xty +2Zz
X°+y?+z*=-2(xy+xz+yz) na expresséo —————— encontraremos o valor
Xy +yz+ zX
, . . 2(xyexz¥yz)
possivel para essa expressao que sera: =-2.

X ZX
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Aplicacdo 10. (Canadd) Para cada numero natural n, prove que n(n+1)(n+2)(n+ 3)

nunca € um quadrado perfeito. Fonte: Muniz, (2017).
Foi utilizada a identidade algébrica 3.2.1.1. Quadrado da soma de dois termos.

Solucgéo:
Chamando essa equacéao de p, temos:
p=n(n+1)(n+2)(n+3).
O que é equivalente a
p=n(n+3)[(n+1)(n+2)].
Aplicando a distributiva, também temos:
p:(n2+3n)[(n2+2n+n+2)]
p=(n2+3n)[(n2+3n)+ 2]
p=(n2+3n)2+2(n2+3n).
Isto e,
p:[(n2+3n)2+2(n2+3n)+1}1.
Aplicando-se o quadrado da soma de dois termos, toda a expressao dentro do
colchete é igual a: [(n2 +3n)+1]2.
Logo, a equacao fica assim:
p= [(n2 +3n)+1]2 -1.
Definindo-se
n*+3n+1=m.

Nota-se que m>1, jA que neN.

Portanto,

Mas se observarmos:
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p=m*-1>m?-2m+1=(m-1).
Essas desigualdades séo verdadeiras para m>1.

. . . 2 ~
Como p situa-se entre os quadrados perfeitos consecutivos (m-1)” e m* ent&o

ndo podera ser um quadrado perfeito.

Aplicacdo 11. (Austria) Sejam a e b nameros racionais positivos, tais que +ab é

irracional. Mostre que a diferenca Ja-+/b também é irracional. Muniz, (2017).

Foi utilizada a identidade algébrica 3.2.1.2. Quadrado da diferenca de dois

termos.

Solucéo:
Supondo que r = Ja-+b é um nimero racional, entéo: r? :(\/5-\/5)2 que éo

mesmo que r’=a-2+yab+b também seria um numero racional. No entanto,

reescrevendo essa equagéo, tem-se:

_ 2
«/ab = ﬂ

2

Entdo vab seria racional, pois tanto o numerador quanto o denominador do

lado direito da equacao séo racionais. Mas isso € uma contradicdo a hipotese de que

Jab éirracional, logo, Ja-+/b também é irracional.

Aplicacdo 12. (Polénia) Para dados a e b positivos, prove que4(a®+b*) > (a+b)°.

Muniz, (2017).

Foram utilizadas as indentidades 3.2.1.3. A diferenca de dois quadrados e a

3.2.2.1. Cubo da soma de dois termos.
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Solucgéo:
Expandindo-se o lado direito da desigualdade com o auxilio do cubo da soma
de dois termos, é imediato ver que (a+b)* =a’+b®+3a’b+3ab’.
Logo, substituindo na desigualdade, temos:
4(a’+b*)>a’ +b*+3a’b+3ab’.
Aplicando-se a distributiva da multiplicagdo em relacéo a adicdo, tem-se:
4a° +4b° > a® + b® + 3a’b + 3ab’
4a® +4b® -a® - b® > 3a’b+ 3ab”
3a’ +3b® > 3a’b + 3ab’.
Dividindo-se ambos os lados da desigualdade por trés, encontrar-se-a uma
desigualdade equivalente a desigualdade inicial que queremos provar:
a®+b® >a’b+ab’.
Agora é suficiente ver que:
a’+b*-a’b-ab’ =a’(a-b)-b*(a-b)=(a’-b’)(a-b).
Aplicando a diferenca de dois quadrados:

(a2 - bz)(a- b)=(a+b)(a-b)(a-b)=(a+b)(a-b)* >0.

Para (a+b)>0 e (a-b)2 >0.

Aplicacdo 13. (Unido Sovietica) Sejam a, b e ¢ numeros pares distinguidos reais.

Mostre que a*(c-b)+b?(a-c)+c*(b-a) sdo todos diferentes de zero. Muniz,

(2017).

Foram utilizadas as identidades 3.2.1.3. A diferenca de dois quadrados e a 4.1.

Férmula de Viéte.

Solucéo:
Chamando de S a equag&o a*(c-b)+b?(a-c)+c?(b-a) tem-se:
S=a’(c-b)+b*(a-c)+c?(b-a).

Aplicando a distributiva e algumas manipulacdes, obtemos:
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(c-b)+b%*a-b*c+c’b-c’a

a2
a’(c- b)+(b2a- cza)+ (czb- bzc).

Agora, colocando em evidéncia os termos semelhantes:
=a’(c-b)+a(b’-c?)+bc(c-b).
Aplicando a diferenca de dois quadrados:
=a’(c-b)+a(b+c)(b-c)+bc(c-b)
=a’(c-b)-a(b+c)(c-b)+bc(c-b).
Colocando em evidencia o termo (c - b), teremos:
=(c- b)[a2 -a(b+c)+ bc].
Por fim, observe que podemos aplicar a férmula de Viete no trinbmio de
segundo grau em a dentro do colchete, [az -a(b+c)+ bc]: (a-b)(a-c). Logo,
S=(c-b)(a-b)(a-c).

Agora, como a, b e ¢ sdo numeros pares distinguidos reais, ou seja,

a=b,b=c,c#a, segue que (a-b)=0,(c-b)=0e(a-c)=0.Portanto, S=0.

Aplicagao 14. Para todos a, b e c € R, nds temos:

(a+b+c)’ =a®+b*+c’+3(a+b)(b+c)(a+c). Muniz, (2017).

Foram utilizadas as identidades 3.2.2.1. Cubo da soma de dois termos e 4.1.

Férmula de Viéte.

Solucéo:
Aplicando o cubo da soma de dois termos duas vezes no lado esquerdo da
equacao, obter-se-a:
[(a+b)+c] =(a+b)’+c*+3(a+b)c[(a+b)+c]
=a’+b’+3ab(a+b)+c®+3(a+b)[(a+b)c+c? ]
=a’+b*+c®+3ab(a+b)+3(a+ b)[(a+b)c+02].

Colocando em evidéncia o termo 3(a+b) teremos:
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=a3+b3+03+3(a+b)[ab+(a+b)c+02].
Observe o trinbmio do segundo grau em c dentro do colchete, aplicando a

formula de Viéte, [ab+(a+ b)c+cz] =(b+c)(a+c). Ficara assim:

(a+b+c)’ =a®+b*+c’+3(a+b)(b+c)(a+c).

Aplicacdo 15. (Harvard) Simplifique 2°%/2411 - 3+/5 °%/89+12+/565 . Gomes, (2010).

Utilizou-se as identidades 3.2.1.2. Quadrado da diferenca de dois termos e a
3.2.1.3. A diferenca de dois quadrados.

Solucéo:
Chamando essa equacao de x, temos:

x = 2093211 -34/5 489 +12./55 .

2

Deve-se notar que 89+12+/55 :(2\/1_1+ 3\/5)

Logo,

X = 2003/2Jﬁ_ 3\/5_4003/(2\/]3_'_ 3\/5)2

= 20032 1135 %21 +35
= 200{,/(2\/]?- 3\/5)_(2\/ﬁ+ 3\/§)

Por fim, fazendo a diferenca de dois quadrados, temos:

x=2003(4.11-9.5)
= 200344 -45
- 2003/3.

Portanto, x= -1.
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Aplicagcdo 16. (Harvard) Mostre que -1-¥%6 ¢é uma raiz da equagao

x®+3x*+3x+7=0. Gomes, (2010).
Foi utilizada a identidade 3.2.2.1. Cubo da soma de dois termos.

Solucéo:
Pode-se ver esta equacao da seguinte forma:
(x°+3x* +3x+1)+6=0.

E notorio o cubo da soma de dois termos dentro dos parénteses, ento:
(x+1)’+6=0
(x+1)3 =-6.

Aplicando a raiz cubica em ambos os lados da equacéo, temos:
(x+1)= -6
(x+1)= -36.

Portanto, x=-1- 3/6

Aplicacdo 17. (Roménia) Sejam X, y, z, nUmeros reais distintos. Prove que:

IYx-y+3ly-z+3z-x #0.
Foi utilizada a identidade 4.9 Uma identidade especial.

Solucéo:
A solucéo é baseada na identidade:
a’+b°+c®-3abc=(a+b+c)(a’+b*+c*-ab-bc-ca).
Vamos assumir o contrario e definir ¥x-y=a,3y-z=b,3z-x=c. Por

suposicdo, a+b+c=0, e assim a’®+b®+c®*=3abc. Mas, isso implica que:

0=(x-y)+(y-z)+(z-x)=33x-y3y-z¥z-x 20,
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desde que os numeros sdo distintos. A contradicdo que chegamos prova que

nossa suposicao é falsa e, portanto, a soma é diferente de zero.
Aplicacdo 18. Resolva em R a equacdo Ix-1+3/x+3/x+1=0.
Foi utilizada a identidade 4.9 Uma identidade especial.

Solucgéo:

Usando a identidade a®+b®+c®-3abc=(a+ b+c)(a2 +b?+c?-ab-bc -ca).

Faca a=¥x-1,b=3x,c=x+1.

Entdo como a+b+c=0 temos que

(L) +(3x) + (1) =331 ¥x+1

X-1+ x+x+1=3§/(x2 -1)x

x=3x3-x
x®=x%-x
x=0.
Portanto, S={0}.
Aplicacdo 19. Racionalize:
1

Foi utilizada a 3.2.2.4. Diferenca de dois cubos e 4.9 Uma identidade especial.

Solucéo:
Primeiramente, usaremos a identidade especial:

a®+bd+c® -3abc=(a+b+c)(a2+b2+c2 -ab-bc-ca).

Facamos: a=32,b=33ec=%5.
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Como ja temos a soma (a+ b+c)=(§/§+§/§+ 3/5) no denominador, o fator

racionalizante sera: (a2+b2+c2-ab-bc-ca)=(§/Z+3/§+§/E-§/§-§/l_O-§/1_5).
Portanto, a fracdo dada fica assim:
1 (Va+¥e+¥25-¥6-410-¥15)
(Y7+3f8 +25 - 46 - 410 - 415
- 2+3+5-3330

(«/Z+J§+\/_\/_\/_J_)
10-33/30

Agora, utilizaremos a identidade da diferencga de dois cubos:

a’-b®=(a-b)(a’ +ab+b?).
Facamos: a=10e b=3%/30.
Como ja temos a diferenca (a-b)=(10-3\3/30) no denominador, o fator

racionalizante sera: (a2+ab+ bz):(100+30\3/30 +9\3/900). Assim, a fracdo dada

também é igual a:

_(§/Z+§/§+3/E-§/€-3/1_o-§/1_5) (100+3o%/:%+92/sﬁ)
- (10-3%30) (100+30%/30+93900)

Por fim, fazendo-se:
m=(%/Z+ 39 +325 -3/5-?/1_0-\3/15)e n= (1oo+30\3/3o +9\3/9oo), teremos:

m.n _m.n

J’+J’+J‘ 1000-810 190"

Aplicacéo 20. Sejam m e n inteiros positivos distintos. Represente m°+n°® como uma

soma de dois quadrados perfeitos diferentes de m® e n°®.

Foi utilizada a 3.2.1.2. Quadrado da diferenca de dois termos, 3.2.2.3. Soma de

dois cubos e 4.6. Identidade de Lagrange.
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Solucgéo:

Sabe-se que pela propriedade de poténcia de poténcia podemos escrever essa
soma assim:

m® +n°® =(m2)3+(n2)3.
Aplicando a soma de dois cubos no lado direito da equacao, teremos:
=(m?+n*)(m*-m’n*+n*).

Que também pode ser escrito dessa forma utilizando o quadrado da diferenga
de dois termos:

me = (m?+n?) (n?-m? )"+ (mn’ |
Agora, utilizando a identidade de Lagrange:
(a?+b?)(c?+d?)=(ac+bd) +(ad-bc)’.
Fazendo a=m, b=n, c=n?-m? e d =mn. O lado direito da equag&o fica assim:
(m-+ )] (0 m? "+ (o)’ = [m(n - )+ (mn)]'+[m(mn)-n (n* -

2 2
:(mnz-m3+mn2) +(m2n-n3+nm2) .

2

:(Zmnz-m3)2+(2m2n-n3)2.

Logo, m® +n® =(2mn2 -m3)2+(2m2n-n3)2.

Aplicacdo 21. Seja neN. Prove que n*+4" é primo se, e somente se, n=1.
Foi utilizada a identidade: 4.4 Identidade de Sophie-Germain.

Solucgéo:
(<) Sen=1, entdo n*+4"=1*+4' =5,
Logo, n*+4" é primo.
(=) Se n*+4" é primo, entdo n ndo pode ser par pois neste caso n*+4" =2

seria divisivel por 2. Entdo n é impar. Tomando-se n=2k+1, k € N, temos:
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n*+4" = n* + 4%
=n*+ 4(2k )4 .
Em que segundo a identidade de Sophie-Germain seré:
=(n® +2%1 42 n)(n® + 2% - 2 ),
>1 =1
Assim, deve ocorrer:

=n?+2%" .2 n=1
= (n-2¢) +(2") =1
=k=0

=n=1.

Aplicagédo 22. (AIME) Simplifique: Gomes, (2010).

(VB + B +47 (45 48 -7 ) (VB - VB + V7 ) (-5 + 4+ 7).

Foram utilizadas as identidades 3.2.1.1. Quadrado da soma de dois termos e a

3.2.1.3. A diferenca de dois quadrados.

Solucéo:

Observe que podemos arrumar a equacao exposta no enunciado assim:
[ B () [ (- )5
Aplicando a diferenca de dois quadrados, teremos:
<[ (536 (7Y () (5 -8 |

Aplicando o quadrado da soma de dois termos e depois fazendo a diferenca de

dois quadrados, teremos:

:[5+2J%+6-7}[7-5+2JE-6}
~[250+4][260-4]

=120-16
=104.

Portanto, o valor da expressao dada é 104.
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2008

(3+2J§)

+3-24/2 é um ndmero: Santos,
(5J§+7)

Aplicagédo 23. (CN-08) O valor de

1338

(2006).
a) multiplo de onze.
b) maltiplo de sete.
¢) multiplo de cinco.
d) maltiplo de trés.
e) primo.
Foram utilizadas as identidades 3.2.1.1. Quadrado da soma de dois termos e

3.2.2.1. Cubo da soma de dois termos.

Solucéo:
Basta notar que, 3+2\/§:(\/§+1)2 e 5y2+7 :<\/§+1)3, pelo quadrado da

soma de dois termos e pelo cubo da soma de dois termos, temos:

(\/§+1)2=2+2\/§+1=3+2\/§
(JE+1)3:2J§+3.2.1+3.J§+1:7+5J§.

Entdo o valor da equacao procurada é:

(2]
ey

2008

1338 +3'2\/§

_ (\/§+1)4016—4014 +3.243
:(JE+1)2+3-2J§.

Aplicando o quadrado da soma de dois termos, encontramos como resultado:

=242</2 +1+3-2<2 =6.

Portanto, o valor da expressao € um mdaltiplo de 3.
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Aplicacdo 24. (OBMEP 2015- FASE 1- NiVEL 3) A soma de dois nimeros é 3 e a
soma de seus cubos € 25. Qual é a soma de seus quadrados?

77
a) —

Foram utilizadas as identidades 3.2.1.1. Quadrado da soma de dois termos e
3.2.2.1. Cubo da soma de dois termos.

Solucéo:
Sejam x e y os dois numeros. Vamos usar as conhecidas identidades do

quadrado da soma de dois termos (x+ y)2 e do cubo da soma de dois termos (x+ y)3
para encontrar uma identidade para a soma dos quadrados X*+Yy”:
(x+ y)2 =X*+2xy+y?
(x+y) =x*+3x%y+3xy?+y*.
Do quadrado da soma de dois termos podemos encontrar:
X?+y? = (x+y)2 -2XY.
E do cubo da soma de dois termos temos:
3x’y+3xy’ = (x+y)3 -(x3 +y3).
Evidenciando o produto 3xy no lado esquerdo da identidade acima, resulta que:
E’»xy(x+y):(x+y)3 -(x3+y3).
E isolando o produto xy, temos:

- (X+y)3 -(x3+y3)
Y= 3(x+y) '

Substituindo esse produto na identidade da soma dos quadrados temos
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X*+y?=(x+y) -%(Hsz;(:) )

Agora, como x+y=3 e x*+y®= 25, concluimos que:

_(ay.2 [ (3) -(25)
") '5'{ ) }
2 (27-25
:9'5.( 3 j
—9.22
33
_81-4
=814
24 217
XFryt=

Aplicacdo 25. (OBMEP 2009- FASE 1- NiVEL 2) Na expressio E+§: % as letras

b

a, b, c e d representam numeros inteiros de 1 a 9. Qual é o valor de a+b+c+d?
a) 14
b) 16
c) 19
d) 21
e) 23

Foi utilizada a identidade 3.3.1 £+l: b+a .

b a ba

Solucéo:

Temos 2+ 5= ad+be_ Q Como a fracéo 29 € irredutivel, segue que bd é

b d bd 30 30

um multiplo de 30. Por outro lado, o Unico multiplo de 30 que é o produto de dois
fatores entre 1 e 9 é o proprio 30, que € igual a 5x6. Podemos entdo supor que b=5 e
d=6; voltando a expresséo, obtemos 6a+5b=29. A Unica solucédo desta equacdo em

inteiros entre 1 e 9 é a=4 e b=1, e temos a+b+c+d=4+5+1+6= 16.
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Aplicacdo 26. (IME-2016-2017-1° Fase) Sejam X,y e z numeros complexos que

satisfazem ao sistema de equacdes abaixo:

X+y+z=7
x> +y?+2z*=25
1 1.1 1

Xy z 4

O valor da soma x®+y®+2z® é:
a) 210
b) 235
c) 250
d) 320
e) 325

Foram utilizadas as identidades 3.2.1.4. Quadrado da soma de trés termos,
3.2.2.3. Soma de dois cubos.

Solucéo:

Serdo enumeradas as equacoes:

X+y+z=7(l)
x*+y?+2z2=25(Il)
1 1 1 1

—+—+—==_ (Il
xyz4()

Elevando-se ao quadrado ambos os lados da equacédo (l) e aplicando-se o

guadrado da soma de trés termos, temos:

X+y+z=7

(x+y+z) =7?

X?+y?+z2+2(xy+xz+yz)=49.

Sabendo que x*+y®+2z*>=25, faz-se as seguintes operacdes chegando a:
25+2(xy+xz+yz)=49
24

(xy+xz+yz)=7

Xy+xz+yz=12.
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Trabalhando-se com a equacéo (lll) tem-se:

1 1 1 1
4 4+ =
Xy z 4
yz+xz+xy _1
Xyz 4’

Sabendo que xy+xz+yz=12. Chegamos a:

12 _1
Xyz 4
Xyz=48.

Agora, utilizando-se a identidade da soma de dois cubos:

x3+y3:(x+y)(x2-xy+y2).

Isola-se nas equacdes (I) e (Il) os termos x e y, e substitui na equagao acima:

(1): x+y=7-z
(I1):x*+y?=25-2
x3+y3=(7-z)(25-22-xy)
=175-72%-7xy-25z+7°+xyz
x3+y®-28=175-72*-7xy-25z+48
=175-72z°-7xy-25z+48
=223-72°-7xy-25z. (1V)

De modo analogo:

x*+2°-y®=223-7y?-7xz-25y (V)
y2+27°-x3=223-7x*-7yz-25x. (VI)

Por fim, somando-se as equacdes (1V), (V) e (VI), chegamos a:
x*+y®-22=223-72?-7xy-25z
x*+27%-y®=223-7y*-7xz-25y
y®+27%-%x%=223-7x*-7yz-25x
X +y®+2°=669-7(x* +y?+2°)-7(xy +yz+xz)-25(x+y +2)

=669-7.25-7.12-25.7

=669-175-84-175
=235.

Portanto, x*+y*+2°=235.
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Aplicacéo 27. (IME 2015-2° fase) Encontre as solucdes reais da equacao:

X+ VA% -4 +x-Jax-4 =[x +3

Foram utilizadas as identidades 3.2.1.1. Quadrado da soma de dois termos,
3.2.1.2. Quadrado da diferenca de dois termos e a 3.2.1.3. A diferenca de dois

guadrados.

Solucéo:
Elevando ambos os lados da equacgéo ao quadrado e aplicando o quadrado da

soma de dois termos no lado esquerda da equacédo, encontramos:
2
(\/x+\/4x-4 +\/x-\/4x-4) = (\/x+3)2
XM+2(\/(X+\/4X-4)(X-\/4X-4))+Xm= X+3.

Fazendo as devidas operacdes e a diferenca de dois quadrados dentro da raiz,

obtemos:
x+2( x2-(4x-4)):3
2X?-4x+4=3-X.
Agora, elevando novamente ambos os lados da equacdo ao quadrado e

fazendo o quadrado da diferenca de dois termos no lado direito da equacéo,

chegamos a:

(2\/x2 -4x+4)2 =(3- x)2
4(x2 -4x+4)=9-6x+ x?
4x%-16X+16=9-6Xx+Xx?

3x%*-10x+7=0<x=1o0u x:Z.

Portanto, a solucéo é: S = {1 %} .
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Aplicagdo 28. (CN- 2003) Se a=\/4-\/10+2\/§ e b=\/4+\/10+2\/§ , entdio a+b é

igual a:
a) V10
b) 242
C) J§+ 2
d)4
e)V5+1

Foram utilizadas as identidades 3.2.1.1. Quadrado da soma de dois termos,
3.2.1.3. A diferenca de dois quadrados.

Solucéo:

Fazendo a+b=x, temos:

x:\/4-\/10+2\/§+\/4+\/10+2\/§.

Elevando ambos os lados da equacgéo ao quadrado, e aplicando o quadrado da

soma de dois termos, temos:

x2 :(\/4-\/10+2\/§+\/4+\/10+2\/§j2
~[(¢- 0+28 )+2[4- B0 28 (4 0w2 B |+ 4+ 0238 )|

Agora, realizando as devidas operacdes e aplicando a diferenca de dois

guadrados dentro da raiz, obtemos:

=4-io+7J5 +2\/16-(10+2J§)+4M
=8+2+6-2+5.

Observe que 6 - 25 = (\/5-1)2, logo, temos que:

X2 =8+2 (J§-1)2.

Fazendo as devidas operagdes chegamos a:
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=8+2(\5 -1)Z
=8+2(\5-1)
=6+24/5.
Da mesma forma, 6+2J§= (J§+1)2. Entdo, operando com raizes quadradas

de ambos os lados da equagéo, encontramos que:

)

7 =5 1)

xJ_+1

Aplicacéo 29. (AIME-87) Calcule:

(104 +324)(224 +324)(344 +324)(464 +324)(58" +324)
(44 +324)(164 +324)(284+324)(4o4 +324)(524+324) '

Foi utilizada a 3.2.1.1. Quadrado da soma de dois termos, 3.2.1.3. A diferenca

de dois quadrados e 4.4 Identidade de Sophie-Germain.

Solucéo:
Como 324=4.3" todos os fatores da expressido acima podem ser escritos na

forma x*+4y*, que segundo a identidade de Sophie-Germain seré igual a:
x* +4y* =[(x-y)2 +y2}[(x+y)2 +y2},
Assim, x*+324=x*+4.3%= [(x -3Y’ +9}[(x+ 3) +9}_

Fazendo essa substituicdo em cada termo da fracao

(104 +324)(224 +324)(344 +324)(464 +324)(584 +324)
(44 +324)(164 +324)(284+324)(404 +324)(524+324) '

Obtemos:
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[10 3)'+9][(10+3) +9 | (22-3)+9].. [ (58-3) +9 | (58+3)'+9|
B4+ }[16 3) 9}”1}52-3f+9]U52+3f+9]

=612+9_3730

= =373.
1?+9 10

Aplicacéo 30. (IMO-1979) Sejam m e n nUmeros inteiros positivos tais que:
m 1,11 1 1
=1-=+ +...- + .
n 2 3 4 1318 1319

Prove que m & divisivel por 1979.

Foi utilizada a 4.2. Identidade de Catalan.

Solucéo:

Pela Identidade de Catalan:

m 1 1 1 1
—= et +
n (660 661 1318) 1319

1 1 1 1 11
= + + + o] —r——
(660 1319) (661 1318) (989 990]
_ 1979 1979 . 1979
660.1319 661.1318 ~ 989.990°

Adicionando os termos na ultima soma, descobrimos que:

m _ 1979.k

n 660.661.....1318.1319

para algum inteiro k (muito grande).

Como 1979 é um numero primo e todos os fatores do denominador sédo

menores que ele, concluimos que m é divisivel por 1979.



CONSIDERACOES FINAIS

Ao longo deste trabalho foi possivel contemplar os aspectos histoéricos, algumas
definicdes e demonstracfes matematicas para as identidades algébricas presentes e
aplicagbes com questdes de instrumentos de avaliagdo nacionais e internacionais,

gue continham grande parte delas, sendo que todas foram resolvidas.

No entanto, por esse tema ser amplo e com grau de dificuldades diferentes, a
escolha das aplicagbes se manteve na linha de utilizar algumas dessas identidades,
ndo todas, com outras areas da matematica, tais como o conjunto dos nameros
racionais, irracionais, envolvendo radical duplo, racionalizagdo de denominadores e
por fim também com desigualdades matematicas.

Portanto, houve uma contribuicdo para os diversos niveis de ensino, que atuam
com essas identidades, pois pouco € elaborado sobre o conteudo, e geralmente as
aplicagbes encontradas na maioria das biografias € de um nivel mais facil que os

apresentados nesse trabalho.

Assim sendo, trabalhos futuros devem ser elaborados ampliando-se ainda mais
a quantidade de identidades contidas, pois isso ira enriquecer o estudo de uma area
gue nao é muito visada profundamente e também que faz total diferenca na hora de
se resolver questbes em concursos e outras provas de instrumentos de avaliacao

expostos aqui.
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